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INTRODUCTION 



La th^orie des mouvements tourbillonnaires repose 
sur un th^orfeme dft h Helmholtz et qui constitue le 
plus grand progrfes qu'aient fait jusqu'aujourd'hui les 
theories hydrodynamiques. 

En toute rigueur, ce th^orfeme ne s'applique qu'aux 
mouvements des iluides dans lesquels il n'existe aucun 
frottement, et qui pr^sentent une temperature uniforme 
ou dependant seulement de la pression. Lorsque ces 
conditions ne sont pas exactement remplies, mais que 
les conditions rdelles en diflF^rent tr^s pen, on pent en- 
core appliquer le th6orfeme en consid(5rant les rdsultats 
obtenus, non plus comme rigoureusement exacts, mais 
comme repr^sentant seulement une premiere approxi- 
mation. 

Les mouvements tourbillonnaires paraissent jouer 
un r6le considerable dans les ph6nom5nes met^orolo- 
giques, rdle que Helmholtz a tentd de prdciser. 
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2 INTRODUCTION 

On a tent^ aussi de trouver, dans I'existence de pareils 
mouvements tourbillonnaires, I'explication m^canique 
de Tunivers. Au lieu de se repr^senter Tespace occupd 
par des atomes que sdparent des distances immenses 
vis-k-vis de leurs propres dimensions, sir William 
Thomson admet que la mati&re est continue, mais que 
certaines portions sont animdes de mouvements tour- 
billonnaires, qui, d'aprfes le thdorfeme de Helmholtz, 
doivent conserver leur individuality. 

Enfin les Equations qui servent h ddfinir les mouve- 
ments tourbillonnaires pr6sentent une certaine analogic 
de forme avec les Equations de Tdlectrodynamique : 
ceci conduit naturellement k rapprocher les deux theo- 
ries, et a permis dans certains cas do ddduire d'un 
problfeme rdsolu dans Tune des theories la solution d'un 
problfeme posd dans Tautre. De plus, un certain nombre 
de tentatives ont dtd faites pour dtablir un lien plus 
6troit entre elles. 

Aprfes avoir rappel6 les Equations de Thydrodyna- 
mique, je ddmontrerai le thdor^me de Helmholtz et je 
ddvelopperai ses consequences relatives au mouvement 
des fluides, en comparant les rdsultats h ceux de Tdlec- 
trodynamique. 
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THtoR]^ME DE HELMHOLTZ 



1. Equations de lliydrodsrnamique. — Soient x^.y^, z^ 
les coordODD^es d'une molecule de fluide k I'origine des 
temps t = o ; 07, y, ^ ses coordonn^es au temps t \ u^ v^ to 
les composantes de sa vitesse; p la densite du fluide, p sa 
pression. 

On peut prendre comme variables x^^ y^, z^^ t, e'est ie sys- 
t^me de Lagrange, ou a;, y, ar, t, c*est le syst^me d*EuIer. 
Dans ce qui saivra, j'adopterai les notations suivantes ; je 
d^signerai par : 

du du du du 

di' dxQ dpQ dz^' 

les d^riv^es prises par rapport aux variables de Lagrange, 
et par : 

du du du du 

d^ 'bx "by bz 

les d^riv^es prises par rapport aux variables d^Euler. 
Dans le systdme de Lagrange, Xj y, z sont fonctions de 

^o» t/o^ -^ot '• 

dx du dr ' 

d< = "' i = «' 5? = "' 
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8ont les coroposantes de la vilesse ; I 

! 

du dv dw 

~T"J "T"' ~TT' 

dt dt dt 

celles de racc6l^ration. i 

Pour passer d'un systeme de variables k I'aulre, il sufGt j 

d*appliqaer les regies ordinaires de la difTerentiation, eL 

d'^crire : 

i 

'di'~'Ti'^'hx'dl'^'Sydi'^lzdt 



ou 



... du c)m , ^tt , c)u , bu 



Gt de m^me : 



« l=^ + "l+4+"'i 



Soil un ^l^ment de volume d-z : la masse de liquide qu*il 
renferme est prfx. J*appellerai pXrfx, pYrfx, pZc^x les projec- 
tions sur les axes de la resultante de toutes les forces qui 
agissent sur cet Yemeni. Les Equations de rhydroslatique, 
exprimant que cet ^l^ment est en equilibre, sont les sui- 
vantes : 



(3) 



dx "~ 


= pX 


bp 

2>y 


:pY 


dp 


pZ 
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Pour passer de ces Equations k celles de rhydrodynamique, 
il faut ajouier aux forces r^elles les forces fictives d'inertie 
(principe de d'Alemberl). Les composantes de ces forces 
d'ineKie sont respectivement ^gales aux composantes de 
Tacc^leration multipli^es par la masse el chang^es de signe: 
scient : 

Les Equations de Thydrodynamique seront done : 
i<* Dans le syst^me de Lagrange : 

_^ _ « du 

pdof dt 

(^) pSy^^ dt 

p?z "" dt' 

2^ Dans le systSme d'Euler : 

.p.. ^ « ^tt 5lf ^ ^ 

^ ^ p^x ^t ^x ^y ^z ' 

2. Dans tout ce qui suivra, je supposerai que a?, y, z soient 
des fonctions continues de x^^ y^, z^. Gette condition n*est 
pas toujours satisfaite. Soient en effet deux reservoirs remplis 
de liquide, separ^s par une parol percde d*une ouverture, et 
dans l*un desquels r^gne une pression 61evee. II se produira 
une veine liquide en dehors de laqueile le liquide demeurera 
immobile, tandis qu'4 rinl^rieur de la veine il prendra un 
mouvement uniforme. Supposons que la veine ait la forme 
d*un cylindre parall^le k Taxe des x. 
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. A Text^fieur da cylindre, nousaurons : 
k llnt^rieur : 

X est done une fonction discontinue de x^y y^, Zq. 

Si X, y, jr soni des fonctions continues de x^^ y^^ jtr^^ les mo- 
lecules de liquide qui au temps t = o forment une courbe on 
une surface continue formeront encore une courbe ou unecHir- 
face continue k une ^poque quelconque < ; si la courbe au 
temps est ferm6e, eile le sera encore au temps t. 

En elTet, supposons que les molecules dans ieurs positions 
initiaies forment un certain arc de courbe. Les Equations de 
cet arc de courbe pourront se mettre sous la forme : 

/oi /o> to ^tant des fonctions continues du param^tre a. 

Au temps t^ le8coordonn6es des molecules deviennent a?, y, z^ 
qui, par hypoth^se, sont des fonctions continues de os^^yo^ ^o- 
Ge seront par consequent des fonctions continues de a : 

Ges equations representent encore un arc de courbe con- 
tinue. 

Si la courbe initiale Gq est fermee, oo^^ yo« '^o ^^^^ ^^^ f^^^" 
tions periodiques de a. Gomme:^, y^z^%oni des fonctions uni- 
formes de x^ y, z^ ce seront aussi del fonctions periodiques 
de a ; et la courbe G, qu'occupont les molecules k repoque f , 
sera egalement fermee. 

Si les molecules, k Torigine des temps, occupent une sur- 
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face coniinue So, leurs coordona^es pourroni s*exprimer par : 

^0 = /o (»» ph !/o = n («» p)i ^o = n (*i p) 

/oi/o> /o ^tanides fonctions continues des param^tres (a, p). 
A r^poque <, les coordonn^es deviennent x, y, z, qui sont 
fonctioas continues de a;^, ^0, ^q et par consequent de (a, p). 
Done : 

/; Z', /* dtant des fonctions continues ; ces Equations repr6- 
sentent encore, par consequent, une surface S continue. 

8. Equation de continuity. — Considerons un element 
de surface c?(i>, et cherchons k ^valuer la quantity de fluide 
qui traverse cet dl^ment pendant le temps dt. Les molecules 
qui ont traverse Teiement cUo k T^poque t occupent au 
temps t -{- dt uu element de surface c?«d\ infiniment voisin 
de dto ; en particulier, celle qui se trouvait au centre de gra- 
vity G de dta est venue en G' ; celles qui traversent c?(i> k 
l*epoque t ■\- dt occupent cet element lui-meme. Enfin, celles 
qui ont traverse dta entre les deux epoques^ et 
t -{- dist trouveront dans des positions interme- 
diaires. 

En resume, toutes les molecules qui ont passe 

par dv} pendant le temps dt se trouvent k Tinstant 

Fig. 1. 
t -{-dt dans un volume assimilable h un cylindre 

ayant pour base reiement c?(d, et dont les generatrices sont 
paralieies k GG' {fig. i). D'aiileurs GG' = ydt, V etant la Vi- 
tesse du fluide k Tinstant considere. La hauteur de ce cylindre 
est la projection de GG' sur la normale k din ; soit : 

ydt. cos(G'GN) =\^dt. 
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La quantity de fluide qui a traverse dto pendant le tempft 
dt est done : 

Consid^rons maintenant un parall^lipipMe rectangle, dont 

les aretes sont respectivement parall^les 
aux axes de coordonn6es et 6gale8 k dx^ 
dy^dji {fig. 2). D'apr^s ce qui pr6c6de, la 
masse de flaide qui traverse pendant le 
temps dt la face ABCD perpendicalaire 
h. Ox est ^gale h : 

^udydzdt ; 
celle qui traverse la face opposee : 




(pw + -^j dydzdt. 



II est done entr^ dans le parali^iipipdde, par ces deux faces, 
une masse de fluide ^gale k : 

En faisant le m^me calcul pour les deux autres couples de 
faces, on trouve que la masse totale du fluide qui est entree 
dans le parall^lipipdde pendant le temps dt est ^gale k : 

- c-i"' + *f + '-^) ^'^- 

D*autre part, Taccroissement de la masse ^dxdydz du 
fluide contenu dans le parall^lipip^de pendant le temps dt^ 

est: 

dp 
^'dxdydzdt^ 
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puisque ^cU repr^sente raccroissement de la density p pen- 

dant le temps dt. 
Done il faut que : 

^^^ a<+ ^o? ^ By + a^r ~^' 

c'est r^quation de continuity dans le syst^me d*EuIer. Elle 
peat s'^crire : 



!-!+^'s+^"5^=»^ 



d 
d 



ou en tenant compte de la relation (2) 

dp t ^"bu 

Seulement, sous cette derni^re forme, elle renferme les 
deux esp^ces de d^riv^es. 

4. Simplification des Equations de Lagrange. — 

Les Equations de Lagrange sont susceptibles de se simplifier, 
quand on fait les hypotheses n^cessaires, comme nous le ver- 
rons, pour Tapplication du principe de Helmholtz. 
Dans ce cas, les forces X, Y, Z admettent un potentiel Y : 

dx cy dZ 

Quel que soitle fluide, la density p, lapression p et la tem- 
perature T sont li6es par une relation, telle que : 

p = /-(p, T). 
Pour que le th^or^me soit applicable, il faut que p soitfonc- 
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tion de p seulement : ce qui arrivera s*il d'agit d'un liquide 
unique ou d'un gaz ob^issant k la loi de Mariotte dont la 
temperature est uniforme (p = p), ou d*un gaz qui subit une 
transformation adiabatique (p = pY). Si la temperature n'est 
pas uniforme, il faut que les surfaces d'dgale pression coin- 
cident avec les surfaces d'^gale temperature. S'il y a deux 
liquides superposes, il faut que la pression soit constante sar 
la surface de separation, pour qu'on ait le droit d'appliquer 
le theoreme. 

Quand p est une fonction de p, — est une dilTerentielle 

P 
exacte, et 

dp 



ri 



est une fonction de p. Posons 



-/?-• 



et diirerentions par rapport k x, il vient : 

^X ^X pbx 
dp 

Rempla(ons ~ par la valeur tiree de cette relation dans 
la premiere equation de Lagrange, il viendra en remarquant 
que5^ = X: 

du "b^ 

di "~ ^x 

, . dv H 

^ ' rfi "" 5j 

du) diL 

dt "■ 2ji' 
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5. Thtordme de Helmholtz. — Consid^rons une infinite 
de molecules flaides formant k rinstant t = o une coarbe 
fenn6e Go ; & rinstant i ces molecules Torment une autre 
courbe ferm^e C (i). L'int^grale 

(8) J = f(udx + vdy + wdx) 

prise tout le long de la courbe C est constante. 

Ce n'est pas sous cette forme que Helmholtz a donn6 son 
ih6oreme, mais sous une forme ^quivalente, comme nous le 
yerrons plus loin. 

Ce th^or^me renferme, comme cas particulier, celui de 
Lagrange : s'il existe h, Torigine des temps un potentiel des 
vitesses, il en existe un h une 6poque quelconque. 

En effet, dans ce cas, on a : 

udx 4" vdy -\- wdz = rfcp, 

et rintfigrale J est nuUe k Torigine du temps. Si elle est cons- 
tante, elle est toujours nulle, et Texpression sous le signej 
est toujours une diff^rentielle exacte . 

6. DAmonstration du tMorAme. — Les Equations de la 
courbe ferm6e Co seront : 

x^ = /"o W yo = /i W ^0 = /^ W ; 

/; ... etc., 6tant des fonctions continues et p^riodiques de a. 
De m6me, pour la courbe C : 
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Appelant A la p6riode de a : 



^ 



II 8*agit de prouver que 



5F = ^- 



Or 



=i>" 



A 

dx , 
-r-aa 



^ ^ 



dddt 



Je dis que chacune des sommes 23 est une difiT^rentielle 
exacte. 
En elTet : 



Sdu dx ^ ^^^ dx , 
rf? rfi '^^ - 2jSS rfi''* 

Sdij^c^ ^ dx j^^ dy ^.^ dz c^/ 
?a? rfa ^a* rfa "*" Dy da ' c)^ rfa da 



d'oa 



du dx 
^ dt doL 



D*autre part : 



flPa? - du . i du* , i , . ^ 

M-r-y- dd. =^ u-r dQL=z - -7- tf a = - aM*. etc. 
dad^ da 2 da 2 * 
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Par consequent : 

L'expression sous le signe T^tant une difT^rentielle exacte, 
rintegrale prise le long d*une courbe ferm^e est nuUe et 

(») f, = 0. 

7. Remarque. — Ce th6oreme est vrai, k condition que d^ 
soil une difT^rentielle exacte, autrement dit que psoit fonction 
de p, et que les forces ext^rieures admettent un potentiel, 
c*e8t-&-dire qu*il n'y ait pas de frottements. On exprime 
quelquefois cette derniere condition en disantque le th6oreme 
est vrai quand il n'y a pas de forces instantan^es; cet 6nonc6 
est inexact. 

8. Thtor&me de Stokes. — Pour transformer le th^or^me 
de Helmholtz, tel que je viensde le d^montrer, je ferai usage 
d*un th^oreme dt h Stokes, que je vais rappeler. 

Soit une courbe ferm6e G ; faisons passer par cette courbe 
une surface quelconque: la courbe Glimitc sur cette surface 
une certaine aire A. Soient d<a un element de cette aire ; /, m, n, 
les cosinus directeurs de la normaleitc/u). D'apres le th6or6me 
de Stokes, on a : 

(10) / {udx + vdy -f- wdz) 

la premiere int^grale 6tant etendue k tous les elements 
de G, la seconde k tous les elements (fo) de Taire A. 
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V Supposons d*abord que Taire A soil plane ei 8itu<^e dans 
le plan des (a?, y), par exemple. Dans ce cae : 



I = m = o n = l 



dx =2 



e&o = daxiyt 



et il reste : 



fuda> + vdy=Jda>dy(^^-^ 



du\ 
dyj' 




C'est I'expression d'un iheor^me d*analyse bien connu. U en 
serait de m^me dans les deux autres plans de coordonn^es. 

2^ L*aire Aest plane, mais situ^e dans 
un plan quelconque. 

Solent trois longueurs inflniment pe- 
tites, OA, OB, OC {/ig. 3) paralleles aux 
Pig, 3, axes ; joignons ABC ; le triangle ABC 

est plan et infiniment petit. Je dis que 
le th^or^ffle est vrai pour ce triangle. On a ^videoiment : 

(f =/ +/ 4-/ 

*/ABCA s'ABOA -/BCOB •/ CAOC 

En efiet, les c6t^s OA, OB, OC sont parcourus deux fois en 

sens contraire, et il ne reste dansle second membre que les i 

prises le long de AB, BC, CA, comme dans le premier 
membre ; comme les triangles AOB, etc., sont infiniment 
pet its, je puis ^crire : 

f{udw + vdy + wdz) = AOB {^ — 




+ AOC :t:- 





+ BOG 




dy) 
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en appUquant k chacun de ces triangles situ^s dans les plans 
de coordonn6es Tdgaiite (1). Or ces triangles ne sont autre 
chose que les projections de ABC sur ces plans : done, si 

ABC = dtHf 
AOB = ld(a AOC = md(D BOG = ndo 

et on a bien : 



fudw + vdy + wdz =J Wo (^ - ^) 



+ 



Le theoreme est ainsi d^montre d'une fa^on g^n^rale, car 
une aire quelconque peut ^tre d^compos^e en triangles assez 
petits pour dtre assimiles k des triangles plans tels que ABC. 

Maxwell a fait un frequent usage de ce th^or^me. (Voir son 
Trait6.) 

9. Notations de Helmholtz. — Diflnition du tourbil- 
lon. — Helmholtz pose : 

dw dv ^ 

dy dz 

dv du 

dz dy 

D'apres la formule de Stoices, ii vient alors : 

j{udx 4- ^dy + w?c?-8') = 2 jdtn (^ -f" *^^ "i" ^^)' 

D'apres ce que nous avons ^tabli (6}, cette int6grale etendue 
k Taire A demeure constante pendant le mouvement de cette 
aire. 
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Le vecteur qui a pour composantes (C, y|, I) estce qu'Helm- 
holtz appelle le tourbiUon. Cette d^Dominalion demande 
quelques explicationB. 

Supposons que la courbe C soil une circonf^rence (fig, 4). 
Par un point M de la courbe menons le vecteur MY qui repr6- 
sente la vitesse ; ses composantes sont [u, v, u>). L'expression 

udx -\^ vdy -f- ^d^ 

repr^sente le produit de F^l^ment de courbe MM' par la pro- 
jection de la vitesse sur la direction MM'. Ge 
produit repr^sente le travail que foumirait 
une force ^gale num^riquement k la vitesse, 
quand son point d*application se deplacerait 
de M en M'. L'int^grale J est ^gale au travail 
que produirait cette force si le point M decri- 
vait la ciroonference enti^re. 
D^composons le vecteur MV en trois autres, Pun parall^le k 
I'axe OA perpendiculaire au plan ducercle, le deuxi^me dirig^ 
suivant la tangente au cercle en M, et enfln le troisi^me sui- 
vant le rayon vecteur OM. La composante tangentielle pro- 
duiraseul un travail. Designons par R le rayon du cercle; 
nous representerons cette composante par ^pR, (p extant une 
vitesse angulaire. Posons : 

a? = R cos (o y = R sin u), 
et il viendra : 

J = / ^R'C^OD, 

Soit 9o la vitesse angulaire moyenne le long du cercle, 




A 
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definie par la relation : 

.SIC 



nous aaroDS : 

D'autre part, nous savons que, pour obtenir T^l^ment de 
rint6grale J, il faut multiplier Tel^ment da) de Taire A par 
deux fois la projection ^ -j- m7) -)-'»? du vecteur (5, tj, C) sur la 
normale. Cette projection est la composante normale du 
tourbillon. Si notre cercle est trds petit, nous pourrons prendre 
son aire pour element c^od, et nous aurons : 

par consequent : 

?o = ^ + »*^ + wC 
ffQ est la composante normale du tourbillon. 

10. Lig^es de courant. — En chaque point, nous aurons 
done deux vecteurs : la vitesse, qui a pour composantes «, t?, to, 
et le tourbillon dont les composantes sont $,71,!;. 

On pent consid^rer des lignes qui en chacun de leurs 
points ont com me tangente le vecteur repr^sentant la 
Vitesse, et dont les Equations dilT^rentieiles sont par conse- 
quent : 

(12) ±=^^^., .: . 

U V w 

Ge sont les lignes de courant. Ges lignes ne sont pas n^ces* 
sairement les trajectoires des molecules. Ge ne serait vrai 
que dans le cas d'un regime permanent, oi^ la vitesse est 
constante. 

TB6oBIB DBS T0URBILL0N8. 2 
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11. Lig^es de tourbiUon. — On peul aussi coasiderer 
les lignes qui en chacan de leurs points sont tangentes au 
vecteur tourbillon. Leurs ^uations difl(6rentielle8 sont : 

(13) f=f=r 

Ge sonl les lignes de tourbillon. Supposons, par exemple, la 
Vitesse ind6pendante de ^et parallele au plandesory : u7=o, 
et les deriv^es deu et de v par rapport k z sont nuUes. Alors, 
d'aprdsles Equations de definition (11) [9] : 

E = Tf| = o 

^^ dy 
Les equations des lignes de tourbillon deviennent : 

dx dy dz 

C 
ou 

dx = dy =z o. 

Les lignes de tourbillon sont des droites paraU^es k oz. 

12. Surfaces de tourbillon. — Une surface de tour- 
billon est une surface engendr^e par des lignes de tourbil- 
lon : autrement dit, c*est une surface dont le plan tangent 
en chaque point passe par le tourbillon. La condition qui 
exprime qu*une surface/'(a9,y,^) = o est une surface de tour- 
bUlon sera par suite : 

Consid^rons un arc de courbe quelconque AB {fig, 5), el 
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par lefl diSKrenU points de cette courbe menons lee lignes 

de toarbillon. Leur ensemble engendrera nne surface de 

tourbillon, qui sera sim- 

plement connexe si la 

conrbe AB n*esi pas fer* 

mde. 

Tra^ons sur cette sur- 
face une conrbe ferm6e C 
limitant une certaine aire 
a. L'integrale J prise le 
long de G est nuile ; en elTet : 




Fig. 5. 



Jc ^Ctdia (S + mij + nQ 



Or la composante normaie du tourbillon <S*f-mY)4"^C ^^^ 
nalle pour tous les elements dU^ de Faire a, qui appartienl k 
uae surface de tourbillon. Done J = o. 

18. Rdciproquement : Si une surface jouit de cette pro- 
pri^td que Tint^grale J ^tendue k toute courbe ferm^e, trac^e 
sur cette surface, soit nulle, c'est une surface de tourbillon. 
En effet : 



J = ridu) (^ + mifj -f- n?) . 



Pour que cette int^grale soit nulle, quelle que soitTaire a, 
il faut que 

ti -|- mn[ -j- nC = 

pour tous les dements de la surface, c'est-^-dire que la com- 
posante normaie du tourbillon soit nulle. La surface est done 
une surface de tourbillon. 
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14. Supposons qu*&r^poque / = o, nous ayons un certain 
nombre de molecules occupant une surface de tourbillon. Je 
disqu*^ une ^poque t quelconque ces^ molecules occuperont 
encore une surface de tourbillon. 

En effet, d*apres ce qui pr^c^de, k T^poque f= o^ Tinte- 
grale J est nulle pour la surface occup^e par ces molecules. 
D'apr^s le th^or^me de Helmholtz, J reste constant. Cette 
int^grale sera done nulle k une ^poque quelconque, et la 
surface occup6e par les molecules a cette ^poque sera encore 
une surface de tourbillon. 

L'intersection de deux surfaces de tourbillon est une ligne 
de tourbillon, et, r^ciproquement, par une ligne de tourbil- 
lon, on pent toujours faire passer deux surfaces de tourbillon. 

Consid6rons done une file dcnriol^cuies occupant au temps o 
une ligne de tourbillon C^. Au temps t cette ligne prend une 
certaine position G : je dis que C est aussi une ligne de tour- 
billon. 

En efTet, faisons passer par Go deux surfaces de tourbillon Sq 
et Sq. Au temps / ces deux surfaces deviennent S et S', ayant 

C pour intersection. D'apr^sce que nous 
avons vu, S et S' reslent des surfaces 
de tourbillon: done leur intersection G 
est encore une ligne de tourbillon. 




15. Tubes de tourbillon. — On ap- 

pelle tube de tourbillon la surface obte- 
nue en menant par les diQ^rents points 
d'une courbe ferm^e les lignes de tour- 
billon {/ig. 6). Sur une telle surface on peul d^crire deux 
sortes de courbes ferm^es. 
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Les courbesG de la premiere sorte delimitent k elles seules 
une portion d*aire sur la surface. 

Les coarbes de la seconde sorle, telles que DPGQ, parta- 
gent la surface en deux r^gions.dont aucune n*est enti^rement 
delimilee par la courbe DPEQ seule. Lorsqu'on d^veloppe la 
surface, les courbes de la premiere sorte, seules, se d6velop- 
pent suivant des courbes ferm^es. 

16. Moment d'un tube de tourbillon. — L'int^grale J 
prise le long d'une courbe ferm^e de la premiere sorte est 
nulle [12]. Maisleraisonnement ne pent plus 
6*app1iquer aux courbes de la seconde sorte, 
et Tenonce du th^or^me doit ^Ire modille de 
la fa^on suivante : 

L'integrale J prise le long d'une courbe 
ferme'e de deuxi^me esp^ce a la m6me valeur 
quelle que soit celte courbe. 

Soient en effet DPEQ el DT'E'Q' deux con- 
lours fermes : il faut demontrer que : 

JdPEQ = Jd'P'E'Q'. 




Fig. 7. 



Prenons un point P sur la premiere courbe et un point P' 
sur la seconde, et joignons PP' (fig, 7). Le contour 

PE(JDP — PP' — P'D'Q'E'P' — P'P 

pent 6tre regard^ comme un contour ferm6 de premiere 
espSce : done le longde ce contour J est nul, ou : 

JPEQDP + JPP' + Jp'D'Q'E'P' + JP'P = O. 



La seconde et la qualrieme integrates se d^lruisenl, PP' 
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6tant parcouru deux fois en sens contraire. II reste : 

JPEQDP + Jp'D'O'E'P' = O, 
OU 

JpEQDP = Jp'E'Q'D'P'- 

LMnt^grale J ainsi d6termin6e s'appelle le moment du tube 
de tourbillon. 

Ge moment reste constant quand les molecules situ^es sur 
le tube se d^placent, car nous savons que J reste constant. 

17. Application. — Tubes de tourbillon inflniment 
dilids. — Consid^rons un tube de tourbillon infiniment 
d^li^ [fig. 8). Menons une section droite de ce tube : c'est une 
courbe ferm^e de deuxi^me esp^ce. On pent done calculer le 
moment du tube en prenant Tint^grale J le long de cette 
section. Or : 



= 2 /rfli)5n, 



comme nous Tavons vu [9], \n ^tant la composante normale 
du tourbillon. Dans le cas actuel 

J = 2rfci). 5, 

puisque nous n'avons qu'un seul ^l^ment, auquel le tourbil- 
lon est normal, d^ est la section droite du tube (section 
droite que Ton peut toujours supposer parallele au plan 
des(y2r)l et \ le tourbillon lui-m6me. On en conclut que : 

Le produit de la section droite d'un tube de tourbillon 
infiniment d^li^ par le tourbillon est constant tout le long du 
tube. Ce produit demeure aussi constant dans le temps. 



THiORfeMES KRLATIFS AUX LIQUIDES SBULS 



23 




Fig. 8. 



Cefl deux propositions r^sultent imm^diatement de ce que 
J est constant dans les m^mes conditions [6] ; elles s'appli- 
quent aux liquides et aux gaz, quand existe la fonction que 
nous avons appel^e ^. 

18. Thtordmes relatif 8 aux liquides seuls. ^ Soit un 
tube de force inliniment d6Ii^; et soient 
deux sections droites inflniment voisines 
de ce tube. Le volume du tube compris 
entreces deux sections (fig. 8) peut^tre 
assimil^ k un cylindre ayant pour base 
Tune d'elles cfco, et pour hauteur MM', 
M et M' 6tant les points des deux sec- 
tions situ^s sur une m^me ligne de 
tourbillon. Le volume de ce cylindre sera : 

A une autre ^poque, les molecules qui constituaient ce 
volume formeront un autre tube de tourbillon; les mole- 
cules qui occupaient les deux sections droites occuperont 
d*autres sections inflniment voisines qui ne seront pas n^ces- 
sairement des sections droites. Mais le volume, assimilable h, 
un cylindre, qu'elle» comprennent entre elles sera 

M|M| c£ii>|, 

M|M| etant la longueur d*une g^ndratrice, et o?(i>| la section 
droite. 
S'il s'agit d'un liquide, son volume reste constant et : 



MM'e^o) = M^M; diD^ 
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Nous avons vu d*ailleurs que efo> varie en raison inverse du 
tourbiilon. La distance MM' de deux molecules varie done 
proportionnellement au tourbiilon. MM' repr^sente done en 
grandeur, direction et sens, le tourbiilon multipli^ par une 
certaine constante t. 

Soient x, y, x les coordonn^es de M, celles de M' seront 
a; + •$, y + cTi, -a- + »?. 

Au bout d'un temps infiniment petit dt^ les coordonn^es de 
M sont devenues 

Celles de M' ; 

a? 4" *5 '\-u^dt^ ... elc. 
Or: 

'f- -i •'.> 

Les coordonn^es de M' sont done devenues : 

x + t\\udi+ erf<(?^ + iri^+ ?^)'®^c- 

D'autre part, les projections de MM' ^tant ^gales k %\, c>}, tX,^ 
ces coordonn^es sont : 

0? + Mrf^ + • U + ^ dt\' 
En 6galant ces deux expressions, il vient : 

Cette relation est identique k la suivante 
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En effety si nous les retranchons membre k membre : 
ou 

o = — Stj!; + 271?; = o. 

La relation (15) et les deux autres qui s'en d^duisent par 
permutation expriment le th6or6me de HelmhoUz, mats dans 
le cas des liquides exclusivement. 

19. Autres demonstrations du thdordme de Helm- 
hoUz. — 1* Demonstration de HelmhoUz, — HelmhoUz 
cherche k obtenir les Equations sous la dernifere forme (15), que 
nous venons de leurdonner, enpartant des Equations d*Euler. 

Nous avons ecrit [4] les Equations de Lagrange : 

du DiL 

sous une forme qui contient encore les variables de Lagrange 
et celles d'Euler. Pour ne laisser que les demidres, faisons la 
transformation : 

du du . Du . Du , Du 

nous obtiendrons : 

,.. Du DiJ Dm ^ Dm 

^ ' D< Da? 'bx Dy Dz 

/jrrx I /a\ ^ ^"^ ^^ ^^ ^^ 

.^, Di£ D|^ bw^ bu) Dm? 

^ ' bt bz Da? ^ bz 
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DifferentioDs l*^quatioD (3) par rapport A y, T^quation (2) 
par rapport k z, et retranchons : il vient, en se rappelant la 
definition de $, t), X,\9] : 



^ ' "bt ^x 'by bz by hx 

bv bw btO bv . bubv . bv btO btO bw 

4^M^ ^H^ mmi^ ^^^ ^MMtf piBW« ^4^ ^M«« mmm^ *4^ ^^"^ ^■"■■■^ ^>^* aw^M ^m^mm t 

^y ^y ^y ^^ bz bx^^ bz by "^ bz bz 



D*autre part, 

rf5 bl.bl.bl.bl 
5i=57 + ''5^+ b^ + '^bi' 

et r^quation de continuity pour les Hquides se r^duit k : 

^** _!_ ?^ _i_^ 

bx by"^ bz 

En tenant compte de ces relations, on met ais^ment V^qua- 
tion (4) sous la forme : 

dt^^bx'^'^bx^^ bx 

Nous retrouvons bien T^quation (16). Seulement cette 
demonstration du th^or^me de Helmholtz ne s'arpplique qu'aux 
liquides. 

20. Demonstration de Kirchhoff. — Kirchhoff prend 
comme point de depart les Equations de Lagrange 

du b^ dv b^ dw b^ 

dt bx dt by dt bz 

transform^es de mani^re k ne plus d^pendre que des variables 
de Lagrange. 



» ^ ^ W ^ V 



to w 



*.- w * 
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Noas ayons : 

d^ ^ jcto^ , "b^ dy^ , JK^ dz 

dx^ ~ 'hx dx^ ' ly dxQ ' bz dx^ 

dx 
Maltiplions la premiere Equation de Lagrange par - — y la 

deoxieme par ^> la Iroisi^me par -7— el ajoatons : il vienl 

du dx do dji_ , dw^ dz d'\ 

dt dxQ ' dt dxQ ' dl dx^ dx^ 

et deux autres equations analogues obtenues par sym^trie. 

21. On pent d^ailleurs donner k ces Equations une forme 
plus g^n^rale en subsUtuant kx^^ yoi ^0 trois autres variables, 
a, 6, c, d^finies par trois relations qaelconques : 

^0 = ?o («> *» <^) 

yo = ?i («» *» <?) 

^0 = ?a {^» *» ^) 

a, 6, c ne dependant pas de t. Les d^riv^es par rapport k 
t seront les m^mes dans les deux systdmes de variables. 

Faisons la m^me operation que pr^c^demment et nous trou- 
verons : 

dt da"* dt da~^ dl da da 

et deux autres en cbangeant a en & et en c. 
Nous aurons finalement le syst^me : 



(i9) (2) S 



dt da da 

du_dx d^ 

dt db db 



. Y — — — ^• 
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DiQerentions (i) par rapport & by (2) par rapport k a, et 
retranchons : 



2( 



/ cPu dx <Pu dx\ 

dtdb da dtda dh) 



ou, comme il est facile de le verifier : 

'du dx du dx'^ 



dt 2j \db da ~ da db) ~ ^' 



et enfin : 



dudx du dx 
db da da db 

, (20) A.^^^±± 

^ ^ ^ db da da db 

j^dwdz dwdz 

■" db da da db 

On obtient deux autres Equations analogues en permutant 
circulairement a, b, c et changeant la valeur de la constante. 

21 bis, Ges Equations de KirchhoflT sont equivalentes, comme 
nous allons le montrer k celle que nous avons donn^e au 
d6but : 

J = / udx -f- vdy -|- todz = const. 

Gonsid^rons, en effet, un point M dont les coordonn^es 
soient {x, y, z) dans le syst^me d'Euler, ou a, b,c,t dans celui 
de KirchhoflT : x, y, z varient avec ^ mais a, b, c sont ind^- 
pendants de t et dependent seulement de x^, y^, z^, Le point 
M apparlient k une certaine courbe G : je puis choisir a, b, c 
de mani^re que, pour tous les points de cette courbe, c = o. 
Si celte condition est remplie k Tinstant < = o, elle le sera 
encore k toute autre ^poque. 
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Si nous regardons pour un instant a, b comme les coor- 
donn^es rectangulaircs d*un point dans un plan, k chaque 
point M de C correspondra un point M' du plan et, quand M 
decritla courbe G, M' d^crit une certaine courbe C qui sera 
ferm^e si G est ferm6 ; seulement la courbe C' est fixe, tandis 
que la courbe G est mobile. Prenons Tintegrale 



/ tidx 



le long de la courbe G : 



la seconde integrate 6tant prise le long de G'. Transformons 
cette int6grale par la formule de Stokes [8] 

X("^'^+"S''*)=j7l.i(«^)-i("f)] 

la rr^lanl etendue ktoute Taire A' limit^e par la courbe C'. 
EfTectuons les difT^rentiations indiqu^es, 11 vient apres 
reductions: 

t/c / / \a^ do do da J 

En operant la m^me transformation sur \ r>dy et fwdt^ 
puis additionnant, nous trouverons : 

L'aire A' ne varie pas, puisque G' est fixe; la S placee sous 
le eigne / est constante en verlu de r^nonc^ de Kirchhoff: 
done J = const. 



GHAPITRE II 



CONSEQUENCES DU TH£OREmE DE HELMHOLTZ 



22. Caa des mouvements permanents. — Le mouve- 
ment est permanent quand toutes les fonctions que nous 
avons d^finiee te, v, w^ ^ ne dependent pas de t^ mais seule- 
ment des variables x, y, ;? d*Euler. Par consequents dans le 
cas des mouvements permanents: 



— — •'— o — ^ — — o ftlC 



el [1] : 



du bu . iu . bu 

relation qui s'applique d'ailleurs ^une fonction quelconque*]'. 
Dans ces conditions, on peut deduire du th^or^me fonda- 
mental de Helmholtz un certain nombre de cons^uences. 

28« Th^or^he. — Sile mouvement est permanent, il existe 
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tine inflniU de surfaces aur lesquelies un peul tracer une iafi- 
niUdelignes decourant etuoe iDllDit^deligQesdetourbilloa. 

Voici ce que signifie cet ^nonc6 : 

Par UD poiDl A [fig. 9}, oD peut mener une ligne de cou- 
rant AC et une ligQe de tourbillon 
AT. Si par les diff^rentspoinUdeAC 
nous menons les lignes de lourbitloa, 
elles engendrent une certaine sur- 
face; ai nous menons de m^roe, par 
lee divers points deAT, les lignes de ^ 
courant, elles engendrent une autre 
surface; )e th6or6me signifieque ces p. . 

deux surfaces sont ideniiques. 

Autrement encore, si nous menons par les points A, A', A", 
A" de AT les lignes de courant AC, A'C, A'C", A'C, une 
ligne de tourbillon men^e par un point B quelconque de AG 
renconlrera AC, AC ..., etc. 

Celte proposition est presque evidenle. En etfet, quand le 
mouvemeni est permanent, les lignee de courant sont les tra- 
jectoires dfs molecules Quides. Or consid^rons les molecules 
qui k r^poque t = o sonl en A, A', A", A*^ ; h I'^poque /, elles 
sont venues en B, B', B', B". Comme les tourbillons se con- 
servent en vertu du theor^me de Helmholtz, les molecules 
B, B', B°, B" sont encore sur une m6me ligne de tourbillon. 

24. Equation gdnSrale de ces surfaoes. — Nous 
avons posg [4}: 



'-/? 
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Je dis que Tequation des surfaces que nous venons de d^fi- 
nir est : 

•f — T = const. 

Pour le d^montrer, il Buffit de montrer que <{/ — T est constant 
d'une part sur les lignes de courant,d*autre part surleslignes 
de tonrbillon. 

1^ Sur les lignes de courant. — Ges lignes sont les trajec- 
toires des molecules ; nous suivons une molecule dans son 
mouvemenl ; avec les notations de Lngrange, t seul est 
variable, done : 

dT=^dt 
at 

(TV = udu -|- vdv 4- todto =W;77 + ^"jt4"*^"j7 

d^ H , ^^ » ^^ du , dv . dw 

dt ^x * c^y ' OS dt ^ di * dt 

car, d'apr^s les Equations de Lagrange [4] : 



Done : 



du 3J/ 

— =r ^ , etc. 

at ex 



Jf ^ ou rf+ - rfT = o. 



dt dt 
(1) t)/ — T = const. 

2** Sur les lignes de tourbillon. — Ges lignes ont pour 
Equations : 

do? dy dx , 

y = -^ = -=d., 

ou : 

dx = Xdo. dy = Tjrfa dz = X^d%, 
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Je dis que : 



da da 



En effet : 



rfi 5;{; ^J; ^ 

da T^x^^^y^^^z^' 

H du Dw , Dm , Stt . 



Substituons : 



+ 'n^5^ + ^5J + '^57) 



D*auire pari : 



rfT ___ 5[m ^i ?[i£ 
rfx c?oc ' cfat * da 

A Dm , Dm , ^Dm\ 
, /t^v . Dt> , -,Dt;\ 

+n^55+^5^+'^5;) 

+ '''(^5^ + ^j7+'^J7) 



Mais nous avons vu [18] que : 

,Dm Dm Dm_ Dm Dt? Dw 
'^Da: + %+^D]?-^D^ + ^D:;+?DV 

etc. 

TatoRlB DBS TOURBILLONS. 3 
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Par consequent : 



7'^=T-el^ — T = const. 



25. Thiorime de BernouiUi. — Dans le cas oH les tour- 
billons sont nuls, c'est-i-diro quand il existe une fonction des 
vitesses : 

5 = 7) = C = 0. 

La direction du tourbillon est ind^terminte ; une ligne 
quelconque peut eire regardee comme une ligne de tourbil- 
lon ettp — Test constant dans tout Tespace: c'estle tb^or^me 
de BernouiUi. 

26. Determination des vitesses en fonction des tour* 
billons* — Nous nous proposons, ^tant donn^es les compo- 
santes S, t), C du tourbillon d*en deduire les composantes de la 
Vitesse u, v, w* 

Si nous pouvons r^soudre ce probleme, comine les tourbil- 
Ions se conservent, nous connaitrons la vitesse avec laquelle 
ils se deplacentet,par consequent, leur direction et leur gran- 
deur, k une epoque t -|- c^HnBniment peu diiKrentede la pre- 
miere, puis par integration a une epoque quelconque. 

Remarquons d'abord que ce probleme est en general inde* 
termini, saufdans deux cas seulement: quand il s*agit d*un 
liquide bomogene, occupant un espace ind^fini, ou d*un 
liquide bomogene remplissant entidrement le vase qui le ren* 
ferme* 

27. Volumes & connexion simple et volumes k con- 
nexion multiple* — Avant d'aborder Tetude de la question 



COilN£IION SIMPLE KT CONNEXION MULTIPLE 
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propos^e, il est indispensable de definir ce que nous appel* 
leroDs volume h connexion simple et volume k connexion 
maliiple: ce sont des notions dont nousaurons constamment 
ik faire usage. 

Un volume & connexion simple, ou volume simplemer* con« 
nexe est un volume qui ne pr^sente pas de trou : eb sont la 
sphere, Tellipsoide, le c«ibe. 

Toute courbe fermee trac^edansTint^rieur 
d*un pareil volume pent se reduire t un 
point, en se d^formant d*une mani^re con- 
tinue, sans sorlir du volume {fig, 10], elle 
balaye alors une certaine aire A qui est exclu- 
sivement limit^e par la courbe. 

Nous conviendrons done de dire qu*un volume est k con* 
nexion simple quand toute courbe ferm6e int^rieure k ce 
volume pent ^tre regard^e comme le'contourd'uneaire plane 
situ^e tout enti^re k Tint^rieur du volume. Si Ton adopte 

cette d^Onilion le volume 
^ compris entre deux spheres 

concentriques est encore k 
connexion simple. 




Fig. to. 






28. Un volume k con* 
nexion multiple est un vo- 
lume qui pr^sente un ou 
plusieurs trous: le nombre 
des Irons marque Tordre de 
multiplicite'; tel est un tore 
[flg.n). 
Dans les volumes k connexion multiple on pent tracer des 



Fig. 11. 
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courbes ferm^es de deux esp^ces ; des courbes de premiere 
esp^ce, comme celles que nous avons d^finies au paragraphe 
pr^c^dent, pouvant se r6duire h un point sans sortir du vo-* 
lume. TcUes seraient, dans le tore, ies circonferences trac^es 
dans un plan meridien, concentriques k Tune des circonK- 
rences mdridiennes. 

Des courbes de seconde espdce, qui ne peuvent se r^duire 
k un point, par une deformation continue, sans sortir du vo- 
lume : par exemple, dans un tore, Ies circonf^rences tracces 
dans des plans perpendiculaires k Tuxe et ayant leur centre 
sur cet axe. 

29. Geci pose, supposons que le tourbillon soit nul. 

E = 7| =r C — o 
et consid^rons Tinl^grale 



J z=: jiuda; -(- vdi/ -f- wdz), 

Celle inlegrale prise le long d*une courbe fcrmee de pre- 
miere esp6ce est nulle. En effet [9] : 

In. 6lant la composante normale du tourbillon, c/w un dement 
de Vaire limitee par la courbe. Commepar hypothese : 

\a = 0, on a J = 0. 

Cetle proposition n'esl plus vraie pour lescourbesde seconde 
esp^ce. Supposons en effet que le volume soit celui d'un tore 
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et qae : 

y X 

"~ a?* -}- y* ^ a?* -}- y* "*" ' 

Les HgneB de courants son! des cercles ayaril leur centre 
8itu6 8ur Taxe et traces dans des plans perpendiculaires k cet 

axe. 

ydx — xdy y 

udx -4- vdy = ^ — r— ^ — r^ = a arc tang ^' 
' ^ ^ + y' X 

Cette fonction des vitesses arc tang - n*est pas uniforme, 

mais elle est susceptible d'une infinite de determinations qui 
difierent entre elles de tt. Quand nous prendrons I'int^grale J 
le long d'une courbe de seconde esp^ce, cette integrate sera 
6gale non pas h 0, mais d. ir ou & un multiple de ir : parce 
qu*en revenant au point de depart on retrou ve une autre deter- 
mination de la fonction. 

30* Coupures. — Lorsqu*un volume est k connexion 
multiple, il est possible de le rendre simplement connexe en 
pratiquant des coupures. Si en particulier le volume est dou- 
blement connexe, il sufOt de faire une seule coupure. Par 
exemple, un tore pent etre rendu simplement connexe en le 
coupant le long d'un de ses cercles m6ridiens. 

Les courbes qui ne traversent pas la coupure seront de pre- 
miere espece; les courbes qui traversent la coupure seront 
de deuxieme espdce. 

La fonction des vitesses reste uniforme lant qu*on ne tra- 
verse pas la coupure, et Tintegrale J prise le long d*une 
courbe qui ne traverse pas la coupure est nulle. 

Considerons au contraire deux points infiniment voisins I'un 
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de Taotre, et inflniment voisinsde la coupure, main 81(069 da 
part et d^aotre de cette coupure : d*un de ces points k Tautre 
la fonction de$^ vitessps pr^sentc line discontinuity ; la diffe- 
rence des valeurs qu*elle prend en ces deux points est finie et 
6gale h la valeur de Tint^rale J prise lelong d'une courbe de 
deuni^me esp^ce reliant les deux points. 

81. Tfl6oRfiiiK. — Cette difference est constante, autrement 
dit la valeur de Tint^grale J est la inline pour toutes les 
courbes d'int^gration qui traversent une seule fois la cou- 
pure. 

Supposons, en eflTet, que la courbe C 
se d^forme d*une maniere continue, 
sans sortir du volume et devienne par 
exemple telle que C {fig, 12). Pendant 
cette d^rormation, la courbe C balaye 
Pig. 12. une certaine aire qui est tout enti^re 

situ^e h rinterieur du volume. 
L'int^grale J prise le long du contour complet de cette 
aireCC est nulle. 

Seulement les deux courbes C et G sont parcourues en sens 
contraire, done: 

Jc — Jc = o 
ou 

Jc =' Jc. 

La valeur de la discontinuity de la fonction «p des vitesses 
d*un bord k Tautre de la coupure est done la m^me en ious 
les points de cette coupure : soit A sa valeur. 

Si la courbe de deuxi^me esp^ce suivant laquelle on fait 
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rint^gration traverse deux fois la coupure, la discontinuity 
de la fonction^ seraSA, etc.^D*une mani^re g^n^rale, si le con- 
tour d*integralion traverse la coupure n fois dans le sens 
direct, n' fois dans le sens inverse, la valeur de rintcigrale 
sera (n — n') A. 

32. Si le volume est triplement connexe {/ig. 13), 11 faut 
pratiquer deux coupures pour le rendre simplement connexe. 
La fonction dea vitesses f est alors 
enti^rement d^termin^e; mais elle 
pr^sente une discontinuity d*un bord 
k Tautre de chacune des coupures. 
Gette discontinuity a une valeur 
constante A le long de la premiere 
coupure, et une valeur constante B 
g^n^ralement difT^rente de A le long 
de la seconde. 

Si le contour d*int6gration C rencontre une seule fois la 
premiere coupure 

Jc = A. 

Si ce contour C rencontre une seule fois la seconde cou- 
pure, sans traverser la premiere 

Jc = B. 

Enfin, d*une mani^re g^n^rale, si le contour d'int^gration 
traverse la premiere coupure n fois dans le sens direct, n' fois 
dans le sens inverse, et la seconde coupure p fois dans le sens 
direct, p' fois dans le sens inverse, on a : 




Fig. 13. 



J = (n — nOA+(p-l)')B. 
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DETERMINATION DES COMPOSANTES DE LA VITESSE 

EN FONCTION DES COMPOSANTES DU TOURBILLON 

CAS PARTICULTER DES LIQUIDES 



33. NouB avoDs 6tabli dans le cas g^n^ral [8] I'^quaiion 
de continuity : 

^*^ M^ ^x ^ 2^y ^ T^z ' 

8*il 8*agit d'un liquide, la density p est constante et cette 
Equation se r6duit k : 

Supposons que le tourbillon soit nul partout, autrement dit, 
que Tezpression 

udx -f- vdy -{- t^cfcr 

soit une diff^renlielle exacte, d^ ; ^ sera la fonction des 
vitesses. 

L'^quation de continuity s'dcrit alors : 

A«p = o, 
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en posant comnie d'habitude : 

84. TH^ORfiME. — II y a deux cas od ces conditions ne 
peovent dtre remplies sans que le liquide soil en repos. 

i"* Qaand le liquide remplit Tespace ind^fini et se trouve en 
repos k Tinfini ; 

2* Quand le liquide remplit enti^rement un vase solide, 
ferm^ et simplement connexe. 

Nous d^montrerons ces deux propositions en nous appuyant 
sor le th^or^me de Green, qui s'exprime par T^quation: 

L*int^grale du premier membre est ^tendue k tous les M- 
ments <ftt> d*une surface ferm^e; les deux aulres, & tous les 

^16ments d-z du volume limits par cette surface. :^ est la de- 
an 

riv^e de ^ estim^e suivant la nonnale k la surface au centre 

de gravity de T^l^ment cUa. Ici c'est la projection de la 

Vitesse sur cette normale. La fonction ^ doit Mre uniforme h 

rint^rieur du volume t. 

85. Liquide occupant un eapaoe indiflni. — Appli- 
qoons le tb^or^me de Green k une sphere de rayon tr^s grand. 

Gomme nous supposons que le liquide est en repos & I'in- 

flni, -T^ sera nul sur toute la surface de cette sphere; rint<^« 

grale du premier membre sera nulle. La premiere int^- 
grale du second membre est aussi nulle, puisque A«p := o ; par 
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consequent il en est de m^me de la derniire: 

/[(^)'+(g)'+©>=»- 

L'ei^ment diffeVentiel est essenliellement positif, c'est une 
somme de carr^s; cette ^galit^ entralne done les suivantes : 

dcp do do 

— ^ =r O "^ ^= O —^ «=a 

dor dy djr ' 

OU 

t# = o r = o tp = o. 
La yitesse est done nulle. 

86. Liquide rempliasant oompUtement un vase im- 
mobile. — V Vase simplement connexe. — Appliquons en- 
core le th^ordme de Green : en choisissant pour la surface 
d'intdgration la surface des parois du vase, et pour le volume, 
le volume du vase. Puisque la parol est immobile, la vitesse 
du liquide en un point de cette parol ne pent 6tre que.tan- 

gentielle, et la composanle normale --^ est nulle; done : 



j^^d^ = o; 



comme Af = o, 

/f Afch = o, 
K par consequent : 



fm'HW^m>- 
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On en dMuit comnie ci-dessus : 

Dy ^ ^z 

Da? Dy i)^ 

La Vitesse est done nulle en tons les points. 

87* Ije raisonnemeni qui pr^cMe n'a de valear que pour 
un volume simplement connexe. Si le vase ^tait h connexion 
multiple, la fonction f ne serait plus uniforme,et le th^ordme 
de Green cesserait d'etre applicable. 

38* 2^ Vase doublemeni connexe. — Supposons que le 
vase soit doublement connexe, et par exemple qu'il ait la 
forme d*un tore. Pratiquons une coupure suivant un cercle 
m^ridien : les courbes ferm^es de seconde espdce rencontre- 
ront cette coupure. La fonction des vitesses f est uniforme 
tant qa'on ne traverse pas cette coupure ; mais d*un bord k 
I'autre, la fonction ^ pr^sente une discontinuity qui est cons- 
tante 8ur toute la surface de la coupure. 

Je dis que, si on se donne cette constante, autrement dit la 

valeur de J le long d*une courbe de seconde esp^ce, le mou- 
vement du liquide est enti^rement d6termin6. 

Supposons, en effet, qu*il y ait deux solutions possibles, et 
soient f ' et ^^ les deux fonctions des vitesses correspondant k 
ces solutions ; soient f 4 et ^3 lesvaleurs de /de partet d'autre 
de la coupure, ^ « et f { celles de f^". Nous aurons : 

9i — ?i = Jo 

«r _# T 

?4 — ?1 — J© 

J^ 6tant la constante donn^e ; tant qu'on ne traverse pas la 
coopare, f' et f^" sont d'ailleurs uniformes. Retranchons 
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membre & membre les deux Equations ci-dessos, il vient: 

_,/ ^9 ^ » -r 

?« — ?4 — ?4 "• ?«• 

La foDcUon <p' — f^" a done m^me yaleur de part et d'autre 
de la coupure , elle est uniforme et continue dans tout le 
volume, eton pent lui appliquer le th^oreme de Green ; on 
en d^duira: 

5islp3 = o, etc. 



ou 



^j* ^y^ ^jp' ^^ ^y^ ?<p^ Jj^ 

^a? ^a? 3y ^y ^z "hx 

Les composantes de la vitesse sont les m^mes dans les 
deux cas: ily a done un seul mouvement possible. 

89. 3^ Vase iripiemenl connexe. — II faut faire dans ce 
cas deux coupures pour rendre le volume simplement con« 
nexe. 

Le mouvement est d^termin^ quand on se donne : 

?l "* Tl = ^0 ?8 "" ?4 = ^4 

f 4 — (^2 ^tant la diffi^rence des valeurs de <f sur les deux bords 
dela premiere coupure, ^3 — ^4 cette difference relativement 
k la seconde coupure. 

On Irouverait comme pr^c^demment, en admettant qu*il 
existe deux solutions cp' et ^'^ : 

-,# ^1 — . -.r _r 

?1 — f » — 9i — ?» 

«» ^# _^ -.# -# 

?8 ~ ?4 — f 8 — ?4' 

La fonction f <^ ^^ ^tant uniforme et continue k rint^rieur 
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da Yolume, on d^duit du theor^me de Green : 

y' — ^" = const. 
oa : 

^=?i- etc. 

dx CX 

40. Le tourbillon n^est pas nuL — Dans le cas ou le 
tourbillon D*est pas nul, le probleme de Helmholtz est deter- 
mine el, s'il admet une solution, n'en admet qu*une seule. 

EnefTct, quel est ce probleme? 11 s'agil, 6tant donn^es les 
composantes (, vj, ( du tourbillon, de determiner u, r, to 
d*aprd8 les equations: 

P bw bv 

by bz 

^ bu ^ 

^ bz bx 

2C = — — -■* 
2x by 

2^^ j^ Do j^ ^IPO 

bx* by"^ bz 

Supposons que nous ayons trouve deux solutions : 



- 


u =^ u u = u*' 




r — r' V — v* 




to = to' to z= to'* 


Nous aurons : 






^ bio' ^v 




^ "" 2>y ~ ^4- 




bto'' ^v" 




^ - by bz 
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d'od: 

et deux autres Equations analogues. Ges trois Equations 
expriment que la somme 

(u ^u'')dx + {v' - v") dy -f- {to' — %o")dz 
est une diflerentielle exacte dff. On peut done poser : 

u' — ii'' = t^ etc. 

do? 

Ecrivons que l*6quation de continuite est satisfaite pour 
u = u etc., et pouru= u" etc., il vient: 

d'oOi, en retranchant membre a membre : 



E^'=^=». 



do? 

c*e8t-&-dire : 

A^ =z= o. 

Si le vase est entierement rempli, la composante normale 
de la Vitesse doit ^tre nulle en chaque point de la paroi. 
Solent /, m, p les cosious directeurs de la norni€de en un 
point de la paroi, la composante normaie de la vitesse sera: 

et si cette composante est nulie : 
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Par consequent : 

Si le vase est k connexion simple, nous trouverons, en 
raisonnant com me ci-dessus [86] : 

^ = const. 



ou : 



^9 ^h^h= o 

^ "by "dz * 



u' = U*' V =z V* to' = to* 



Le probleme necomporte done qu*une seule solution. 

41. Supposons que le vase soit k connexion multiple, le 
raisonnement precedent n*est plus legitime ; il faut intro- 
duire une ou plusieurs conditions de plus. 

Soil, par exemple, un volume doublement connexe. Prati- 
quons une coupure, et soit J^ la valeur de Tintegrale prise le 
long d'une courbe fermee qui traverse une seule fois la cou- 
pure. 

Le probleme sera determine si on se donne, outre lesvaleurs 
de i, Tj, C, celle de J^. 

Supposons, en effet, qu'il puisse exisler deux solutions, 
(u, v\ to') et {u\ v'\ to'')y nous d^montrerions comme plus haut 
[38] que : 

tt' — tt"" = r* : t?' — t)*' = r* ; M>' — tt)* = <^ 
Do?' c^y' ^Z 

^ = O A^ = 0. 
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D'autre part : 



Ju^'dx + W'dy + io"dz = J^ 



et en reiranchant membre k membre : 



/(l''« + g'" + 5l'")=«' 



ou : 



Cd^ = 0, 



La fonction 9 resle done uniformc, m^me quandon supprime 
la coupure; elle doit se reduire a une constante : par conse- 
quent: 



T^ = ft' — tt" = ou u' = u". etc. 

ox 



42. Si le volume etail iHplement connexe, il faudrait pra- 
liquer deux coupures.Pour determiner le probleme, il est n6- 
cessaire de se donner, outre les valeursde ^, t), C, la valeur J^ 
de rint^graleJ prise le long d*une courbe fermee rencontrant 
une fois la premiere coupure seulement et sa valeur J| le 
long d*une courbe fermee, rencontrant une fois la deuxi^me 
coupure seule: 

43. Analogie des Equations hydrodynamiques de 
Helmholtz et des Aquations 61ectrodynamiques de 
Maxwell. — 1"^ Supposons que le liquide consid^re occupe 
un espace indefini etsoit en repos. 
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Dans ce cas, le systeme des Equations de Helmholtz pr^ 
sente la m^me forme que le systeme des Equations deMaxwell, 
relatif au champ magndlique. 

Maxwell appeile a, v, to les composantes du courant, ce 
qui signiGe qa*un 6l6ment de surface c/o) normal k ox est tra- 
verse danslelempscf^ par une quantity d*eiectriciteu(/<oc?^.. etc. 
a, p, Y sunt les composantes du champ magnetique produit 
par le courant ; a, b, c, les composantes de Tinduclion ma- 
gnetique qui se reduisent a a, p, y quand il n*y a ni aimant 
permanent, ni fer doux. L'equation 

da Maxwell se reduit alors & la suivante : 

Si nous comparons les deux systdmes, nous trouvons : 



(MaxweU) (t) 

Atcv = ^ — ^ 
^z ^x 

Amo = r^ — r- 
ex oy 



^X 



T^z 



(Uelmboltz) 

dy dz 
a du dto 

^'^"Tz'^d^ 

Q- _ rf^ du 

dx dy 

du ^^ dv j^ dto 

'dx'^ dy'^dz'^^' 



On voit que, pour passer des Equations de Helmholtz k celles 



(i) Voir ileclriciU et optique, I, § 102 et § 118. 
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de Maxwell, il sufGt de changer (, y), (, u, v, w respectivement 

en 2:tu, ^TTt?, 2:r20, a, p, y. 

Nous avons de'montr^ que, si un pareil syst^me admei une 
solution, cette solution est unique. 

Or supposons que nous connaissions en grandeur, direc- 
tion et sens le vecteur tourbillon. Divisons ce vectcur par 2ir 
et admettons que ce vecteur ainsi r^duit repr^sente un courant 
61ectrique. Le systeme de courants ainsi oblenu produit un 
champ magn^lique, et le vedteur qui repr^sente ce champ 
repr^sentera la vilesse de la molecule fluide au m^me point. 
Les lignes de force magn^tiques seront les lignes de courant 
bydrodynamiques. 



44. Cas od il existe un seul tube de tourbillons. — 

Supposons qu'ii existe un seul tube de tourbillons ferme et 

de section infiniment pe- 
tite, que le tourbillon ail 
en chaque point une va- 
leur assez grande pour 
que le moment du tube 
soit fini, et cnfm que le 
tourbillon soit partout 
nul en dehors du tube. 

En raison de cette der- 
niere hypotb^se, il y aura 
en dehors du tube une 
fonction des vitesses qp. Mais le volume ext^rieur au tube est 
doublement connexe, car on peul tracer deux sortes de 
courbe ferm^es : les unes, telles que G [fig, 14), qui n*enlacent 
pas le tube; les autres C s*enla<;ant avec lui h la fa^on des 




CAS OU IL EXISTS UN SEUL TUBE DE TOURBILLONS Si ^ 

anneaux d'une chalne. L*int6grale J prise le long des pre- 
mieres courbes est nulle ; mais, prise le long des courbes de 
la seconde esp^ce, elle est 6gale non plus k o, mais au moment 
du tube. 

La section du tube ^tant infiniment petite, ce tube pent 
^tre assimiie k une courbe que je supposerai ferm^e et que 
j'appellerai Taxe du tube. En eCTet, nous pouvons faire passer 
par Taxe du tube tourbillonnaire une certaine surface et 
prendre comme coupure Taire limilee sur cette surface par 
Taxe du tube. Toutes les courbes ferm^es qui ne traverseront 
pas cette aire seront de premiere esp^ce ; celles qui la traversent 
seront de seconde esp^ce [SO]. 

45. Supposons que la fonction 9 soit nulle k Tinfini, ce qui 
est permis puisque cette fonction n'est donnee que par ses 
deriv^eset n*est,parcons^quent;d^termin^e qu*& uneconstante 
pres. Pour d^flnir la valeur de f en un point donn6 P, nous 
prendroDs I'int^grale J le long d*une courbe joignant un point 
infiniment 6loign^ au point P considdr^, sans traverser la 
coupure. Cette d^flnition n*est 6videmment sufBsante que si 
la fonction cp est uniforme et, par consequent, si la valeur ainsi 
calculee ne depend pas du cheroin suivi pour venir de Tinfini 
au point P. Or cette condition est remplie. En efTet, consid6- 
rons deux chemins quelconques, MQP, MRP, joignant un 
point M tr^s eloign^ au point P. Le long du contour ferm6 
MQPRM, qui ne traverse pas la coupure, Tint^grale J est nulle, 
done: 

ido -j- /c/^ = o 

•^ MQP J PRM 



ou 



jd^ =z jd^ = ^p. 

*^ MQP •/ MRP 
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La valeur de f ainsi calcul^e en un point H depend de la 
surface choisie comme coupure ; elle est la m^me pour deux 
coupures qui ne comprennent pas entre elles le point M, mais 
elle est difKrente si le point M se Irouve entre les deux sur- 
faces choisies successivement comme coupures. 

II faut maintenant determiner cette valeur de ^ . Soit fA le 
moment du tube tourbillonnaire : 



db> 6tant la section droite du tube, que nous avons suppos^e 
InGniment petite. Si nous remplagons les lourbillons (ly t), K) 
par des courants (u, v, to), chacune des composanles du cou- 
rant est egale k la composante correspondante du tourbillon 
divis^e par Stt. L'intensit^ du courant, comptee tangentielle- 
ment au tube tourbillonnaire, sera : 



« = Vw* + V^-j-t^rfa). 



Par consequent : 



[L = 4711. 



Si on determine la valeur de i d*apres cette ^galite, la force 
magnetique et la vitesse d'une molecule fluide en un point 
seront representees par le meme vecteur. La fonction des 
vitesses sera le potentiel magnetique du courant. En un 
point donne,ce potentiel a, comme on le salt, pour expression 

a etant Tangle solide sous lequel on voitde ce point le contour 
du courant. (Gf. Electricite et optique, tome I, page 107.) Par 
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suite : 

c 61ant Tangle solide sous lequel on voit du point consid^r^ 
Taxe du tube tourbillonnaire. 

S'il y avait plusieurs tubes lourbillonnaires, la fonction ^ 
relative au syst^me serail la somme des fonctions 9o ^3 •*• etc., 
relatives & chacun d*eux, et la m^me relation subsisterait. 

46. Cas d'un tube tourbillonnaire rectiligne et indi- 
flni. — Soit un tube tourbillonnaire rectiligne. 

Appliquons la r^gte pr^c^dente. Nous devons remplacer le 
tube par un courant rectiligne ind^Oni, poss^dant une inten- 
sity : 



4m 



D'apr^s la loi de Biot et Savart, Taction de ce courant sur 
un p61e magn^tique M est perpendiculaire au plan MPQ et 
inversement proportionnelle k la distance r du point M & la 
droite PQ. Lavitesse d'une molecule fluide M sera done perpen- 
diculaire au plan MPQ et variera en raison inverse de sa dis- 
tance k Taxe du tube tourbillonnaire. 

47. Ce r^sultat peut d*aitleurs s'obtenir directement, sans 
Tinterm6diaire de la comparaison ^lectrodynamique. 

Par raison de symdlrie, la vilesse doit se trouver dans le 
plan R men6 par M perpendiculairement k PQ. Si, d'autre 
part, nous considdrons le plan PMQ, ce n*est pas, k proprement 
parler, un plan de sym^trie. En effet, prenons pour plan de la 
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figure le plan R [fig. 15) : la droile P<p se projette sur ce plan 
en N. MIS est la trace du plan PMQ. Supposons que le tour- 
billon ait le sens indiqu6 par la fleche et que )a vitesse soil 

dirig^e snivant MV. 
^ Prenons Timage de la figure 

\ par rapport k MN ; le moment du 

\ tube tourbillonnaire conserve la 




^ p,^ m^me valeur, mais le tourbillon 

change de sens. La vitesse con- 



servera done sa grandeur absolue 
Fig. 15. et sa direction, mais changera de 

sens ; elle devient MV. Gomme 
MV doit ^tre symetrique de MV par rapport k MN, il faut que 
MV soit perpendiculaire k MN et, par consequent, au plan 
MPQ, puisque nous savons que MV est situe dans le plan R. 

48. Pour trouver la grandeur de la vitesse, rappelons que : 

Choisissons comme contour d1nt6gration le cercle decrit 
de N comme centre avec MN comme rayon, dans le plan 
perpendiculaire k PQ ; prenons PQ comme axe des x, le point N 
comme origine, comme axes des x et des y deux diamdtres 
rectangulaires du cercle. Dans ce syst^me d'axes: 

0? = p cos 0) y = p sin u) 

rfa? = — p sin coc2(i> dy = ^ cos (o^co dz = o 

tt = — V sin a>, t? = V cos «, to = o. 
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D'oil : 

i> -|- cos* <>>) dto =1 SirpV 



=/pV (sin' 



Cetle Vitesse est dune iDversemenl proportionnelU h la dis- 
tance UN = f , comme nous I'avons trouv6 par une autre 
m^lhode. 

49. Demonstration directe. — II n'est pas indispen- 
sable, pour oblenir I'expresaion de la fonction f, d'avolr 
recours k la comparaisoo enlre les Equations hydrodyna- 
miqucK el les Equations £lectrodynamiques, comme nous 
I'avons fait; cette expression peut s'obtpair directement 
comme je vais ie montrer. 

Pour abr^ger, nous dirons que la fonction <f est engendr^e 

par un contour C quand elle est due & un lube lourbillon- 

aaire donl ce contour C est I'axe, et 

n 
DOUB coaviendrons de prendre un 

tube tourbillonnaire dont le moment 

Boit £gal & 1. Ce choix d'unit^ n'en- 

l6vera rien ^videmment k la g^n^ra- 

im de notre demonstration. Je 

vais d'abord 6lablir quelques (h^o- 

r^mes qui nous seront necessaires 

pour trouver I'expression de la fonction f. 

50. THgOB^ME I. — Gonsidfirons une courbe ferm^e A6CD 
{fig. 16) ; joignone deux points de cette courbe, B, D, par un 
cbemin quelconque BED. Nous formons ainsi deux contours 
partiels, ABEC, BCDE, et un conlourtotal, ABCD. Admetlons 
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que ces contours forment les axes de Irois tubes tourbillon- 
nairesT'^T'etT. Chacun des contours engendreunefonction^. 
Soient <f\ ^^ et <p les fonctions correspondant respectivement 
hT\T elT. Je dig que: 

fin effet, par lestrois courbes nous pouvons faire passer une 
certaine surface, laquelle determine deux coupures. La fonc- 
lion f admet les deux coupures ; cp' n*admet que la coupure (1), 
et <p^ la coupure (2). Pour 6tablir le Ih^ordme, il suffit dc 
montrer qu*on a identiquement : 



^ — ^ — cp =0. 

Gette fonction v^rifie I'^quation de Laplace 

^ (? — ?' — ?") = o» 
puisque : ^ 

Af = A^' = A^' = ; 

elle s'annule ft Vinfini, de m^me que les fonctions par- 
tielles <p, op', tp^ II est permis de lui appliquer le Iheor^me de 
Green [84], si elie est uniforme, c*est-ft-dire si Tint^grale 

le long d*un contour ferm^ quelconque. Supposons que la 
courbe d'integration soit de premiere sorte, c'est-ft-dire ne 
rencontre aucune coupure; alors les trois integrates partielles 
sont nulles. Si la courbe franchit la coupure (1) seulement, 

f d^ est 6gal au moment du tube T, c'est-k-dire ft 1 par hypo- 
thftse.mif' est ^gal au moment du lube T', qui est aussi i. 
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/rf(p*' est nul. L'equation est encore v^rifi^e ; on I'^tablirait de 

la m^me mani^re si la courbe (integration rencontrail seu- 
lement la coupure (2). 

D'ailleurs un contour ferm^ quelconque peut toujours 6tre 
remplace par uneserie de contours dont chacun ne rencontre 
qn'une seule coupure \fig, 17). Ainsi le contour MNPQ, qui 
rencontre les deux cou- 
pures, peut 6tre remp1ac6 
par MNRQM, qui ne ren- 
contre que la premiere 
coupure, et NPQRN, qui 
ne rencontre que la deu- 
xiSme. En cfTet parcourir 
ces deux contours revient 
h parcourir le contour 
primitif dans un sens de- 
termini, et TarcNRQ une 

fois dans un sens et une fois dans Tautre ; cet arc disparatt 
dans le r^sultat. Par consequent, le long d*un contour quel- 
conque : 




/rf<p — m<p' — idfi^^ = 



La fonction 9 — ?' "~ ?* est uniforme et par consequent, 
d'apres le theoremede Green, identiquement nulle. 

51. THfiORfeMB 11. — La fonction 9 engendree par un con- 
tour plan C est nulle en tout point du plan. 

Soit C le contour (fig, 18) ; representons la direction du 
tourbillon par une fieche, prenons la figure symetrique par 
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rapport au plan da contour, f ne doit pas changer. Le 
point M, qui appartient au plan desym^trie, ne change pas ;le 

moment du lube conserve la m^me 
yaleur absolue, mais change de si- 
gne, car le mouvement du tourbillon 
change de sens. Lafonction op doit k 
lu fois ne pas changer et modifier son 
origine : elle ne peut etre que nuUe. 
52. Th^or^me III. — Supposons qu'un contour G soit trac6 
sur la surface d'un c6ne ayanl sun sommet en M (fig. i9). On 
peut tracer sur la surface du c6ne deux especes de courbes: 
les unes, limitant une aire dans laquelle ne se trouve 
pas le sommet ; les autres faisant le tour du c6ne et m 

limitant une aire qui comprend le sommet. 

a. Pour les courbes de la pre- 
miere espdce, la fonction cp est 
nulle au point M. En efiet, on 
peut decomposer Gen contours 
infiniment petits, 
dont chacun peut 
6tre assimile k un 
element plan situ6 
dans le plan tangent 
au c6ne : comme 
tons ces plans tangents passent par le sommet H du c6ne, la 
fonction f engendree par chacun d*eux est nulle. La fonction ^ 
engendree par le contour entier G ^tant la somme des fonctions 
ei^mentaires [50] seranuUe aussi. 

b. Soient maintenant deux courbes de seconde espece ABCD 
et A'B'C'D' (fig. 20). 



M 





Fig. 19. 



Pig. 20. 
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Je dis que les fonctions tf engendr6es par ces deux courbes 
oni m^me.valeur au point M. 

Joignons, en eDet, un point B de la premiere courbe k un 
point B' de la seconde, par la generatrice BB' par exemple ; 
joignons de m^me DD'. Je puis remplacer le contour ABCD 
paries contoursA'B'G'D, ABB'A'DDA, CDD'G'B'BG. En d^rri- 
yant, en effet, successivement ces trois contours dans le sens 
indiqu^ par la succession des iettres, jeparcourrai chacundes 
arcs deux foisen sens contraire,sauf ABGD. Or les fonctions ^ 
engendr^es par les deux derniers contours sont nuUes d'apr^s 
la premiere partie du th^ordme (a) ; done les fonctions engen- 
dr6es par les courbes ABGD et A'B'CD', qui ont in6me pers- 
pective au point M, ont la m^me valeur en ce point. 

53. Contour infiniment petit. Forme dela fonction <p. 

— Supposons que le contour soit infiniment petit. La fonc- 
tion op, aptnoriy pent d^pendre de la distance ?* du point M & 
la surface ^i^mentaire limit^epar le contour; de Tangle <]; que 
fait la droite qui joint le point M au centre de gravite de Tele- 
ment avec cet dement; de Taire de cet ^l^ment et enfln de sa 
forme. Autrement dit, ^ pent d^pendre de r, de <]/, de Tangle 
solide et de la forme du c6ne qui a pour directrice le contour 
et pour sommet le point M. 

Je dis d'abord que ^ ne pent d^pendre de la forme de ce 
c6ne. En efifet, cette aire infiniment petite du premier ordre 
peut 6tre d^compos^e en carr^s qui seront infiniment petits 
du second ordre; tous ces carres ont m^me forme, Tangle ^ 
a m^me valeur pour chacun d*eux, k des infiniment petits 
pr^s d'ordre sup^rieur. En outre, on peut rendre leur 
nombre assez grand pour que leur ensemble diffdre aussi peu 
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qa*on voudra de l*aire consid^rde, quelle que soil sa forme. 
La valeur de 9 engendr^e par le contour total sera la somme 
des fonctions cp relatives k chacun des carr^s ; mais, comme 
ces fonctions sont les m^mes pour chaque carre, puisque 
r et <]; sont les m^mes, et que les carr^s ont m^me forme, la 
fonction totale f» sera proportionnelle au nombre des carr^s, 
c'est-^-dire & Taire limit^epar le contour, et sera ind^pendante 
de sa forme. Par consequent, nous pouvons poser : 

<p=:€fe/-(r, ^) 

dv etant Tangle solide du cdne, eifvDne fonction qu'il nous faut 
determiner. 

do a m^me valeur tout le longdu cdne; d*autre part, deux 
courbes ferm^esG et C, trac^es sur le c6ne,doivent engendrer 
la m^me fonction op ; mais pour ces deux courbes r et ^ peuvent 
etre quelconques ; il faut done que : 

/•(r, ^) = const = A. 

54.S'il s'agit d*une courbe ferm6e finie, nous la d^compo- 
serons en courbes ei^mentaires; pour chacune d^elles f sera 
proportionnel & Tangle solide d^. Pour Tensemble, on aura: 

9 etant Tangle solide total. 

Pour determiner A, supposons que le point M d6crive un 
contour ferme quelconque, il viendra : 



I d^ z=: K I dvy 



^4 



LIQUIDE RKMPLISSANT UN VASE SIMPLEMENT GONNEXE 61 

eo appelant (jl le moment du tube tourbillonnaire : 



D'autre part : 



d'oik : 



et: 






[L = 47cA, 






55. Liqaide remplissant compldtemeat un vase aim- 
plement connexe. — Nous nous proposons de determiner 
u, 17, to d*apres les Equations 



^2i _\^^ _L '^'^ 



correspondant en eleclrodynamique aux equations 



Anu = c^ — ^ 
cy cz 



- +^4- — = 

So? Dy "* D«y 



Dans le cas d*un liquide remplissant un vase simplemeni 
connexe, 11 faut que la composante de la vitesse, normale k la 
parol, soit nulle en tout point de cette parol. Si on appelle 
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/, m, n les cosinus directeurs de la normale, cette condition 
8*6crira 

lu 4" Tnv -f- nto = o. 

Pour obtenir le cas qui correspond k celui-la en electro- 
dynamique, il faut supposer que des couranls r^gnent dans 
rinterieur de la surface S dela paroi,et que tout I'espaceext^- 
rieur est occupy par un conducteur parfait. Si on part du 
repos et que les courants int6rieurs augmentent progressive- 
ment, il se produira des courants d*inducnon dans Tespace 
ext^rieur. Lorsque le regime permanent est etabli, la force 
electromotriced*induction disparatt; raais les courants d*ln* 
duction subsisleront, si le milieu ext^rieur est un conducteur 
parfait, c*est-&-dire presente une resistance nulle. En faisant 
cette hypothese, le probleme d*^lectrodynamique se confond 
avec celui de Helmholtz. 

En elTet, soit un circuit ferme, N le flux de force magn^- 
tique qui le traverse, la force electromotrice d'induction est 

-^i et d*apres la loi de Ohm : 

Si nous supposons le conducteur parfait, R = o, et par 
suite : 

— = o N = const. 

Si nous parlous du repos, N = o au debut et reste cons- 
tamment nul, aucune ligne de force netraversera la surface S, 
c'est-i-dire que la composante de la force magn^tique nor- 
male a cette surface est nulle. 



CAS PARTICULIfiR 63 

56. Gas particulier. — La vitesse est paralldle au plan 
des xy et ne depend que de x et de y, alors : 



du dv 
dz dz 



En supposani que ces conditions soient remplies k I'origine 
des temps, elies le seront toujours : 1« si le liquide est ind6- 
fini, parce que tout plan parall^Ie au plan des xy est un plan 
de sym^trie ; 2^ si le liquide remplit un cylindre parailele k 
ozy ind^fini dansles deux sens. II en sera de m^me encore si 
ce cylindre est limits par deux plans perpendiculaires k 
Taxe des z. En effet, quand on introduit une cloison dans 
le liquide, on impose en general au mouvement une condition 
de plus, 4 savoir: que la composante de la vitesse normale k la 
cloison soitnuUe en chaque pointde celle-ci. Mais, dans le cas 
qui nousoccupe, cette condition 6tait remplieavant qu*on ne 
metle la cloison et Texistence de cette cloison ne modi fie pas 
le mouvement. 

57. D*apres les hypotheses que nous avons faites : 

oy cz 

2t = — — . ^ 
^x "dy 

et r^quation de continuity se r^duit a : 
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Tous les toarbillons sont parall^les & oz^ tous les tubes 
tourbillonnaires sonl des cylindresayanl o^pour axe. 

Suivons un de ces tubes dans son mouvement : je dis que sa 
section droite dcmeure constante. 

Gonsid^rons en cfTet une portion du liquide limitee par ]a 
surface du tube tourbillonnaire et par deux sections droites 
distantes de h. 

Si nous appelons u> Taire de cette section droite, ie volume 
du liquide est Aw. 

Le liquide ^tant incompressible, ce volume reste constant. 
D'autre part, le tube de tourbilion se conservant, le volume 
reste cylindrique. Une molecule qui, a Porigine des temps, est 
situ6e dans une section droite du tube, y restera toujours, 
puisque sa vitesse est situee dans ce plan: les deux sections 
qui limitent le cylindre resteront toujours & la m^me distance. 
Puisque A(o et A sont constants, il s*ensuit que co est constant. 

Si, en particulier, nous consid6rons un tube tourbillonnaire 
de section infiniment petite ei?(i>, son moment ja est donne par : 

ofo) doit 6tre constant ; {a aussi ; done ( est constant et : 
-r et non r-) car nous suivons une molecule dans son mou- 



( 



vement, c'est-&-dire que nous adoptons les variables de 
Lagrange). 

58. Le cas que nous venons de trailer est celui que Helm- 
holt?, appelle le cas des tourbillons rectilignes : 
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Supposons, en parliculier, que nous ayons un tube tourbil- 
lonnaire dont la section par le plan des xy soil un cercle de 
rayon R, k i'int^rieur de ce cercle 
? = const ; k Texterieur, C = o, et il y 
a une fonction des vitesses. Prenons 
comme origine le centre du cercle. 
Soit M un point quelconque {fig, 21). 
Posons : 




OM = p = Vaj» 4- y>. 



Pig. 21. 



Par raison de sym^trie, la Vitesse V du point H est perpendi- 
culaire au rayon vecteur OH : 



ti = 



p 






et V ne depend que de p. Prenons Fint^grale 



J = Uudx -f- t?rfy) = jk^d^ 



le long de la circonf^rence decrile de o comme centre avec le 

rayon OM = p : / udx -{- vdy repr^sente le travail que produi- 

rait sur un point materiel decrivanl la circonf6rence une 
force representee par le vecteur (u, v, %o) qui est la vitesse; ce 
vecteur a une grandeur constante et est dirig^ en tous les 
points suivant la tangente k la circon Terence, par consequent : 



([udx + vrfy) = 2itp V. 



THtoxn DBS TOUBBUXOlfS. 
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Nous obtiendrons une autre expression de J au moyen de 

Tinl^grale jl^dvi ^lenduek touie la surface du cercle OM. 

Deux cas sonl a disUnguer : 

1"* Le point H pent ^ire a I'int^rieur du cercle de rayon R 
(p < R); ; est alors constant & Tint^rieur du cercle p ei 

J = wCp« = 2itpV. 

^ Le point M est k Text^rieur du cercle R (p > R) ; C est 
constant k Tint^rieur du cercle R et nul en dehors, done : 

J = 27cCR> = 2itpV. 

Nous dMu irons de \k que : 











V = 


= cp 


si 


p est 


plus 


petit que R, 


V = 


p 



si p est plus grand que R. 

Dans ce dernier cas, remarquons que le moment du tube 
tourbillonnaire est 6gal k : 

2icCR« = 27cm, 
en posant : 

m = CR>, 

et V prend la forme 

v = -. 

P 

Celte formule subsislera si R devient tres petit, mais t Ires 
grand de fa^on que m reste fini. 



CAS PARTIGULIER 67 

50. Ce resultat peut 6tre compart a d^aulres r^ultats de 
trois ordres diflerents. 

1* Comparaison eiectrodynamique. — Nous avons vu que 
la Vitesse d*une molecule ^lait representee par le meme vec- 
teur que la force magn^tique produite d'apres la loi de Biot 
et Laplace par un courant qui parcourait le tube de tourbil- 
Ions [45]. 

60. 2* Comparaison analylique. — En dehors du tube C =s o : 
d'apres cette condition et d^apres r^qaation de conti- 
nuite (2) [57] : 



(8) 



do 


du 


ix 


sy 


du 


d» 


iw 


3>y* 



Ges Equations expriment que v -^ V** ^ ^ ^^^ une fonction 

de X -^ y V — i* Go qu'il ^^ ^^ ^^ verifier dans le cas ac- 
tuel. En effet : 

Posons : 

Z=zx + V^ y, 

et nous pourrons ecrire : 



m 



(9) v + v'-lu = /'(Z)=g 

61. S*ii y a plusieurs tubes tourbillonnaires, le plan des 
(cy coupe chacun d*eux suivanl un cercle infiniment petit 

qu*on peut confondre avec les points a,, a,, a„ coi'nci- 

dant avec leur centre. Soient ^^zm^^ iitm^ > titnin les 
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moments de ces tubes; si a^^ a, ont pour coordonn6es a/, a[, 

a^, a^j ces points seroni les affixes des quantity imagi- 

naires : 

a^ = ai -f \^— 1 aj 
ttj = a, + v^ — 1 a,. 



Pour oblenirla valeur de t^-f-y — ^^ correspondant au pre- 
mier tube a^, il suffira de prendre la formule (9) en transpor- 
tant Torigine au point a^, de m^me pour les autres tubes 

la valeur totale de t; -|- V — 4 ^ sera la somme des valeurs 
partielles ainsi obtenues : 

Cette expression est la d^rivee de la function : 

e(Z) = 2*^k iog(z-flO- 

Soit M le point qui est Taffixe de Z, p^ la distance Ma^, ou le 
module de Z — a^. De m^me p, = Ma,, ... Pa = Ma«. 
Soil (0^ l*argument de Z — a^; c'est Tangle que fait Ma^ 
avec Ox,., etc. 

e (Z) = ^mk log pk 4- V^ ^m^fak 
ou en posant : 

(10) + = ^m^ log Pk 

(ii) 9 = ^mivii 

(12) e(Z) = + + )/~i 9. 
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Differeniions ceite identity par rapport k Z, en remarquant 
que 



^=1 ^=vcn 

D'od, en ideniifiant : 

(13) v=.'± u = -^ 

(14) t. = ^ » = ^. 
^ ' OX vy 



D*apr^s les relations (14), on voit que f est la fonction des 
Titesses. 

62. 3"* Comparaison electrostatique, — Supposons que de 
)'61ectricit6 soil distribute uniformdment sur une droite 
ind^Bnie : Tattraction de cette droite ^lectris^e sur un point 
ext^rieur est en raison inverse de la distance. 

Remplagons le tube tourbillonnaire par une distribution 
d*^lectricit^ nniforme sur son axe. L'attraction sur un point H 
serait dirig^e suivant la normale men^e de M 4 Taxe. 

La Vitesse serait representee par le m^me vecteur qu*on 
aurait fait toumer de 90 degres. S11 y a plusieurs tubes, on 
fera la m^me transformation : on coroposera les attractions 
partielles, et la vitesse r^sultante sera representee par la resul- 
tante de ces attractions quand on I'aura [fait toumer de 
90 degres. 

On arriverait au meme resultat en supposant que les 
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points a,, Aj, ... a„ agissent sur 1« point M en raison inverse 
de la distance. 

Si nous consid^rons des tubes tourbillonnaires distribuds 
d*une mani^re quelconque et un point M tres ^loign^, la dis- 
tance ^tftht infiniment grande du premier ordre, I'attraction 
(ou la Vitesse] sera infiniment petite du premier ordre. 

63. Les courbes ip =: const, c'est-ii-dire suivant lesquelles 
I'argument de e^ (^) est constant, sont les lignes qui sont nor- 
males k la vitesse en chacun de leurs points. En effet, pour 
ces courbes : 

d^ = ndw 4" ^dy = o. 

Les courbes ^ = const, c'est-^-dire le long desquelles la 
parlie r^elle de 6 (Z) ou le module de e^ (^) sont constants, sont 
les lignes de courant. Le long de ces courbes, en effet : 

vdx — tidy = o, 
ou 

dx dy 

u t? * 

En ^lectrodynamique, les Equations ^ = const representent 
les lignes ^quipotentielles, et les Equations ^ = const, les 
lignes de force ; c*est Tinverse en electrostatique. 

Ces deux syst^mes de courbes se coupent k angle droit. 

64. Gas particulier de deux tubes tourbillonnaires. 
— S11 y a seulement deux tubes tourbillonnaires a^ et a„ 
(Z) ne renferme que deux termes : 

e (Z) = »t| log (Z — a^) + mj log (Z — a,). 
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L*6qualion des lignet de coarant Bera : 

^i log Pi -f- m, log p, = const. 
Si m^ = m^, r^uation devient 

Pipi = const. 

Les lignes de courant sont des ovales de Gassini. 
Si m| = — m^f les lignes de courant representees par 
requation 

^ = const 

sont des circonfgrences par rapport auxquelles les points a^ et a^ 
sont conjugu^s. 
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65. Thiordme de la oonservation da centre de gra- 

yiti* — Sapposons que nous ayons n tubes tourbillon- 
naires a^, a^,..,an ayant respectivemenl pour moments ^irmp 
2ir?n,, . . . 2irmA ; admettons que les tubes se d^placent, mais que 
leurs moments restentlesmdmes. Sinousregardonsm^im,, ... 
comme des masses, nous pourrons construire leur centre de 
gravity G. Je disque, dans le d^placement des tubes, le point 
G demeure fixe. 

Solent 0?,, y^^ a?,, y,, ... a?„, t/n l^s coordonn^es de 
a^^ a,, ... a„, et x^, y^ celles de G, ces coordonn^es sont li^es 
entre elles par les relations 

Si, au lieu de tubes infiniment d6li^8,il s*agissait de tubes de 



TH£0R£;MS DE la conservation DU centre DE GRAVITfi IZ 

dimensions finies, on d^finirait x^, y«, d'une manidre ana- 
logue. 

etc., 

les int^grales ^lant ^tendues k tous les ^I^ments (&> des sec- 
tions des difTigrents tubes. 

Diffigrentionspar rapport k t : puisque nous avons assujetti 
les moments des tubes k demeurer constants, C et co ne 
dependent pas de t [57], et : 



ci ^>» =j|«<*. =/"«*.- 

Je veux ^tablir que cette derni^re integrate est nulle. Pour 
cela, je considere Tint^grale : 

r [(m^ — ''*) ^ + *t<vfl?y] 

prise tout le long d*un cercle de rayon tr^s grand. Cette inte- 
grate est nulle. En effet, pour R trds grand, t< et v sont infi- 
niment petits du premier ordre [62] ; u^, v^, uv sont infini- 
ment petits du second ordre; le chemin d*int^gration est bien 
infiniment grand, mais du premier ordre seulement ; fint^- 
grale est done n^gligeable. 

D'autre part, transformons cette int^grale d'apr^s la for- 
mule (i) du§8: 

J[(u« - r«) dx + ^uvdy] = /rfu> P f^'^^ ^'') ~ ^^H 
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Effectuons les differentiations ; 

-^ — r ^ ^ = 2m r 2»r 2ttr 2l?r- 

oy ow cy oy ex ox 






Haisy d'apr&s I'^quation de continuity, nous avons 






et, d*autre part, par definition : 



\i - 3y) - *=• 



Done : 



C[{y} — t?>} dx + 2ttrrfy] = — kCulih^, 

La premiere integrate etant nulle, la seconde I'est aussi ; 
done : 

dx. 



rf<=*»- 



De meme on demontrerait que : 

dt -^' 



et par suite que le point G est fixe. 

66. MouYement du centre de graviM d'un tube 
tourbillonnaire. — Je vais etudier maintenant le mouvement 
du centre de gravity de Tun de ces tubes tourbillonnaires. Nous 
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ayons: 
Posont : 

u' 6tant la vitesse due an tube consid^^ s'il existait seul, u" la 
Vitesse due aux autres. 



Llnt^grale juXdw est nulle, car, si le premier tube existait 

seul, son centre de gravity seralt fixe. 

Par consequent, si nous voulons determiner la vitesse du 
centre de gravity de Tun des tubes tourbillonnaires, il suffira 
de tenir compte des vitesses communiqu^es par les autres 
tourbillons. 

67. Soient^i, a,, ..., a^ les tubes tourbillonnaires. Posons: 



Pij = «i«j 



9n = ^i«8» 



et d'ane manidre g^n^rale 



y 



Consid^rons la fonction : 
(2) P = ^m^jt log p/.jt. 

P est une fonction des 2n coordonn^es oo^y^^ ^^nPn- 
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U faut determiner — r? et -^: nous venons de voir que la 

at dt ^ 

Vitesse du point x^, y^ sera ia m^me que si le tube a^ ^tar 
supprimi et si les autres tubes subsistaient seuls; nous aurons 
done, d*aprds les Equations (13) [61] : 

dt dA?| 

oii 

Je dis que ces formules Equivalent aux suivantes : 

"^^ di -^^by, 

"^^ dt ~ ^x^' 
En effet, P pent s'Ecrire : 

P = m^ ^mk log pijfr 4- ^w.w^ log ^i^k, 

aucun des indices i et Adansle Fecond lerme n*etant Egalk 1 
D*autre part, les p affectes de Tindice i sont les seuls qui. 
dependent de x^ et y^^ done: 

2)a?^ ^ iix^ *Dfl?, 

de m^nie : 

DP U 
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68. D'une mani^re generate, nous obtiendrons done leg 
equations suivantes : 

Sous celte forme on reconnalt les 6quation8 canoniques 
d'Hamilton au facteur nik pres ; pour les ramener exaciemeni 
k la forme canonique, il suffirail de prendre comme variables: 

a?|, a?j, ..., o^A et m,y|, m^^^ ..., ninyn^ 

69. Integration des Equations. — L*int6gration des 
equations (1) est possible quand il existe seulementlrois tubes 
tourbilionnaires, comme nous allons le montrer. 

70. ThEoreme. — Nous pouvons retrouver d^abord le th6o- 
r6me de la conservation du centre de gravite. En elTet, la 
fonction P depend seulement des distances p et seulement, par 
consequent, des differences^! — x^, •••1^1 — Vai ..m^^c. Done : 



j|P ^ DP _ 



soit : 



/jnik^k = const. 
De m^me : 

^mkt/k = const. 

Le centre de gravity du syst^roe reste done fixe. 
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71. Th^or&me des forces Tives. — Multiplions les deux 
membres des Equations (I) respectivement par dxk (fyk ; op^- 
rons de m^me sur toutes les Equations aDslogues et ajoutons, 
il vient : 

I 

rfP . . x^ dP 



E^,'^*+S^/y* = °' 



ou : 



dP = o. 
Done : 
(4) P = const. 

Gette relation exprime le thtoi^me des forces vives. Geci ne 
s*aper(oit pas imm^diatement, et nous avons k lever plusieurs 
difflcultes. D^apres nos hypotheses, en effet, la force vive serait 
infinie, pour trois raisons : 

i® Le liquide estindeflni dans tous lessens. Mais nous avons 
vu qu*en introduisant deux cloisons planes solides, perpendi- 
culaires k Taxe 0^, on ne modifie pas le mouvement. Nous 
pouvons done nous bomer h considerer le liquide compris 
entre ces deux plans. 

2<* H^me avec cette restriction, la force vive serait encore 
infinie, puisque le liquide s*etend ind^finiment dans le plan 
des ocy, Les composantes u et t; de la vitesse tendent vers o, 
quand on s*eloigne ind6finiment, sur une circonf6rence dont 
le rayon R est regards comme un infiniment grand du pre* 
mier ordre; ueiv sont infiniment petits du premier ordre [62] : 
la force vive elementaire serait infiniment petite du second 
ordre, mais la surface du cercleetant un infiniment grand du 
second ordre, la force vive totale serait infinie. En appelant 
2icM la somme des moments de tous les tubes tourbillon- 
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naires, la vitesse sur la circonference de rayon R a pour 
valeur : 

V — M 

■^ R 

aux infiniment peiits pres du second ordre. 

Supposons que M soil nul : alors la vitesse (u, v) esl infini- 
ment petite du second ordre ; la force vive ^lementaire est du 
qualrieme ordre, et la force vive totale sera finie ; 

3* Geci suppose encore que les tubes tourbillonnaires ne 
sont pas infiniment d61i^6 ; sans quoi la vitesse au voisinage 
de ces tubes serait infiniment grande du premier ordre et la 
force vive infiniment grande du second. 

72. Nous admeltrons que la force vive est finie. II suffit 
pour cela, comme nous venons de le voir : i^ que le liquide 
soit limits par deux plans paralleles perpendiculaires a oz ; 
2^ que la somme des moments de tous les tubes soit nulle ; 
3^ que les tubes aient une section finie. 

Considerons deux petits ^l^ments de surface diD et dta' 
correspondant aux valeurs C et C' du tourbillon. Soient iTtdm, 
iitdm' les moments des tubes elementaires limit6s k ces de- 
ments: 

2Cfl?u> = 2Tidm 
2C'c?«o' =: 27crfm'. 

Le terme de P correspondant k ces elements sera : 

dmdm'log^ 

en appelant f la distance des deux Elements, et : 



P = r/ dmdm' log py 
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OU : 

rintegrale 6tanl calculee en prenanl loutes les combinaisons 
deux k deux des 616ments di»> el d<a\ chacune ^tant prise une 
seule fois. Solent x^ y el x\ y* les coordonn^es des centres de 
gravity des ^lemenls dta el dAn! ; la valeur de ^ au poiul [pny y) 
sera : 

D*aulre part : 

27r»P =jy!;C'rfu>dc«>'logp, 

rintegrale etanl etendue k toutes les combinaisons {dia, dtn'), 
chacune d*elles 6tant ainsi prise deux fois, done : 

(6) 27r«P = ttj^di^. 

73. Nous aurions pu ^crire celte formule immediatement, 
en nous reportanl a la comparaison ^lectrostatique [62]. 

Si, en effet, nous consid6rons dm^ dm! comme des masses 
^lectriques rdpandues sur les elements r/o), cfco', la fonclion ^ 
repr^sentera, k un facteur constant pres, le potentiel electro- 
statique et P repr^sentera Tenergie electrostatique. On sail 
qu'enlre ces deux fonctions existe une relation de la forme (6). 

74. Remplagons 2C par sa valeur dans i'expression de P, 
il vient: 
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CoDsid^rons Tint^grale : 



(7) /(^fl^y + ^dx] ij; 



Prise le long d*un cercle de rayon tr^s grand, cette int6grale 
est nolle, puisque nous avons suppose [72] que la somme 
alg^brique des moments de tous les tubes est nulle ; il arrive 
alors que u ei v sont du second ordre, la longueur de la cir- 
conf^rence 6tant infiniment grande du premier ordre seule- 
ment. Transformons-la par le th^or^me de Stokes : 



/r-F-^)-=»- 



ou en effectuant les diffdrentiations : 



A(l-|)''»+/(-£-"|)^=»- 



Or : 

cte du 

dx dy 

d^ d^ 

dx dy 

Done : 

(8) 4wP +f[^^ + t**) dco = o. 

P repr^sente done, & un facteur constant pr^s, la force 
vive Ar* -|- u') rfci) et par consequent cette force vive est 
conslante. 

ThAoRIB OEd TOURBILLONS. 6 
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75. Th6or6me. — Le moment d^inertie des masses m par 
rapport k Taxe 0^ est une constante. 

Imprimons k tout le syst^me une rotation infiniment petite e 
autour de Taxe des jr. En n^giigeant les infiniment petits du 
second ordre, les coordonnees xt et yt deviennent : 

af{ — y/e yi -f- xtt 

P« qui ne depend [71] que des distances p/^, ne changera 
pas. 
Ecrivons done que dP = o, il viendra : 



ou 



S/ d? dP\ 



Dans la comparaisonelectrostatique, cette Equation signifie 
que la somme des moments des attractions qu'exercent Tune 
sur Tautre lesdroites ^lectris^es, prise par rapport a Taxe des jr, 
est nuUe. Geci est Evident puisque les attractions sont deux k 
deux ^gales et de signes contraires. 

Si nous rempla^ons -r— et ^ par leurs valeurs m/ -^ et 

— ftii -^j on trouve : 

OU en integrant : 

(9) 2 fHi (a?? + y?) == const. 
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76. Ta^OR^E. — La somme des moments des quantiles de 
mouveiDent par rapport k l*axe des z est constante. Si f est 
une fonction homog^ne da premier degr^, le th^or^me 
d*Euler donne: 



ou : 



2-£=A 



OU enfin : 



2-^=' 



AppliquoDS k la fonction P. p/^ est une fonction homog^ne 
du premier degr^ de xt, y/ ; ei Wk, yk, les autres coordonn6es, 
ny entrent pas. Par consequent 

dxi ^^' dyt ^ ' 

ou en multipliant tous les termes par m^nu : 

El dtmrnk log pi,k , ^^ dmtmjt log p/A _ ^ ^ 

la sommation 6tant 6tendue k toutes les valeurs dep, de i & n. 
Ensuite il faut prendre toutes les combinaisons possibles de i 
et A, et faire la somme ; ce qui donne : 

D'apr^s les gqaations (1) [68], cette relation ^quivaat k : 
(10) 2 m, (x, ^ _ y^ ^) = 2 »»/»»*• 
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Le premier membre est la somme des moments des quantit^s 
de mouvemeni, le second est une constante. 

77. Nous avons ainsi d^termln^ trois int^grales de nos 
6quation8 diflerentielles (i); ces propriet^s des Equations nous 
permettroni de les int^grer par des quadratures quand il y 
aura seulement trois tubes tourbillonnaires. 

En effet, nos Equations ont la forme des Equations cano* 
niques de Hamilton, lesquelles s*int6grent par quadratures, 
quand elles renferment 2n variables, et qu*on connalt n ini^- 
grales particuli^res. Or, quand il existe trois tubes tourbillon- 
naires, les Equations renferment six variables 0^4, ^4, a?,, y^y 
^ti ^81 6t nous avons trouv6 trois int^grales particuli^res. 



I 
4 



GHAPITRE V 



CAS DE DEUX TUBES TOURDILLONNAIRES, M^THODE 

DES IMAGES 



78. Soient deux tubes tourbillonnaires a^, a,, dont les 
moments soient ^irm^ et SS^m,. Leur centre de gravity G 
sera situ6 sur la droite a^a^ et d^termin^ par la condition 

Ggj mj 

(les segments Ga^, Ga, 6tant pris avec leur signe). 

D*aprds ce que nous savons [65], le point G reste fixe. La 
Vitesse du point a, est la m6me que si le tourbillon a^ existait 
sent, soit : 

« 

et elle est dirig6e perpendiculairement k a^a^. 

Le point G ^tant fixe, les trois points a^y G, a, 6tant toujours 
enligne droite, et la vitesse du point a^conslammentnormale 
au rayon vecteur Gaj, la trajectoire du point a^ est une cir^ 
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conference ayant son centre en G, et dont le rayon est Ga^. 
La trajectoire da point a^ sera de mdme une circonf^rence 
ayant son centre en G, et un rayon ^gal k Ga^. Comme la 
distance a^a^ reste constante, les vitesses des deux points qui 

sont 6gales respectivement k — ^ et — *- seront aussi cons 
tantes. 

79. Supposons que m^ et m, soient de signe contraire ; le 
point G sera en dehors de a^a^ et encore determine par la 
condition : 



Gfl| fU2 

Go^"" ^i 

En particulier si nif = — mj, le point G estrejet^ k Tinfini, 
et les trajectoires des points a^ et a^ se r^duisent^desdroites 
perpendiculaires k a^a^. 

Les deux tubes se d<§placent avec la mAme vitesse : 



'"■i- = V. 



a^a^ 



Si nous consid^rons le point M, milieu de a^a^^ la vitesse 
communiqu^e k ce point par le tourbillon a^ est 

Le tourbillon a^ lui communique de m6me une vitesse 

La vitesse r^sultante du point M est done 6gale k quatrefois 
la vitesse commune des centres des deux tubes tourbillon- 
naires. 
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80. Liquide renfermi dans un vase cylindrique. — 

Imaginons que le liquide soil renferm^ dans un vase ayant la 
forme d'un cylindre dont les generatrices soient parali^les k 
I'axe des z. Dans ce vase se trouve 
un tube tourbillonnaire, forme 
d*un cylindre infiniment deiie, 
aussi paralieie k oz. 

Soient G {fig. 22) la section 
droile du vase dans le plan des 
xy, et A, le pointa uquel sereduit 
la section du tube tourbillonnaire. 

Les composanies u et v de la 
Vitesse doivent etre finies et continues dans tout Tinterieur du 
vase, sauf au point A. 

L*equation de conlinuite se r^duit k 




Pig. 22. 



Gomrhe le tourbillon est partout nul, sauf en A : 

"bx "by 

Nous avons vu que dans ces conditions [38] il existait une 
fonction des vitesses (p telle que : 



bx 



dm 



requation de continuity devenant : 

A^ = o. 



Dansle cas actuel, la condition aux limites est que le con- 
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tour G de la section du vase soil une ligne de courant, c'est- 
&-dire qu'en tout point de cette courbe la vitesse lui soit 

tangente. v + V — * «* doit 6tre une fonction de a? + V — * y 
dans rint^rieur de C. Cette fonction doit se comporter r^gu- 
li^rement, sauf au point A oCi elle devient infinie. 
Lad^terminationdeuetdevpeutse faire par deux m^thodes: 
i® La m^thode des images, qui s'applique seulement dans 
un certain nombre de cas simples ; 

t' La m^thode des representations conformes, qui est beau- 
coup plus g^n^rale. 




Fig. 23. 



81. M6thode des images. Supposons que le vase ait 

la forme d'un cylindre 

. circulaire, parallele k Oz 

et de rayon R. Soit G la 

trace de ce cylindre sur 

B le plan des xy. Soit A 

la trace d*un tube tour- 

bilionnaire de moment 

2ic {fig, 23). 

Joignons le centre 

du cercle au point A, et prenonssurOA le point B d^fini par la 

condition : 

OA.OB = R». 

Le tube tourbillonnaire'parall^le k o^, dontla trace estB et 
dont le moment est 6gal h ^n, s*appelle Timage de A par 
rapport au cercle G. 

Si le liquide dtait ind^fini et que les tubes A et B existassent 
en r^aiite simultan^ment, les lignes de courant seraient des 



LIQUIDS RENPERMi ENTRE DEUX GYLINDRRS 89 

circonf^rences par rapport aaxquelles B et A seraient conja- 
gu6s [64]. 

En particulier, la circonference G serait une ligne de 
courant ; la composante de la vitesse normale k cetle courbe, 
et plus g^ndralement normale au cylindre droit, ayant G pour 
base, serait nuUe. L'introduction d*une paroi solide, ayant la 
forme de cette surface cylindrique, ne modifiera done pas le 
mouvement ^ I'interieur de cette surface. 

Le centre de gravity A du tube se d^place avec la m^me 

vitesse que si le tube B existait seul, le liquide ^tant indefini. 

AB 

— serait la grandeur absolue de cette vitesse, dirig^e cons* 

tamment suivant la perpendiculaire au rayon vecteur OAR. 
Le point A d^crira done une circonft^rence concentrique k G. 
Gette trajectoire n*est pas la mSme que si la cloison C 
n'existait pas, quoique la vitesse soit la m^me. En effet, si le 
liquide 6(ait ind^fini, le point A decrirait une droite perpen- 
diculaire k OA [79]. 

82. Si le rayon de la circon- 
ference G crott ind^finiment, ' 
cette courbe Unit par se r^duire I > 
k une droite, B est sym^trique i 

de A par rapport k cetto droite i 

ou, pour mieux dire, au plan C, i 

auquel s*est r^duit le cylindre. t 

La trajectoire de A, normale k \ 

AB, est une droite parall^le k 

la trace du plan G {fig. 24). ^'* ^^• 

83. Liquide renf erm6 entre deux cylindres de revo- 
lution concentriques. — Soient G et C' les traces sur le 
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plan des xy de deux cylindres de revolution dont Taxe est 0^ ; 
Ao la trace sur ce plan d'un tube tourbillonnaire inGniment 
d6li6, de moment 2ir (fig, 25). 




B, A., B., 



Fig. 2S. 

Soient Bo Timage de Ao par rapport k C ; B^ , Timage de Ao 
par rapport k C ; A-^, Timage de B^ par rapport k C, etc. ; de 
sorte que nous ayons une infinite de couples de points con- 
jugu6s par rapporl & C et C\ comme I'indique le tableau 
suivant : 





CONJUGU^S 




Par rapport A C 




Par rapport h G 


^0, Bo 




B|, Ao 


A-4,B^ 




Bo. A, 


A|, B«4 




Ba, A-, 



• • • 



A/, B-/ B-/, A/ 

les indices variant de — oo ^ -|- oo. Consid^rons chacun des 
points A comme la trace d*un tube tourbillonnaire de 
moments 2ir, et chacun des points B comme la trace d*un tube 
de moment — 27r. Ges tubes seront conjugu6s. 

Supposons que tous ces tubes existent r^ellement, et que le 
liquide soit ind^fini ; la vitesse du iiquide sera la m^me que si 
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les cloisons existaieni avec le seul tube tourbillonnaire A. 
Nous calculerons cette vitesse en faisant la somme des vitesses 
dues h chaque tube s^par^ment. Nous obtiendrons ainsi une 
s^rie, et il 8*agit de savoir si cette s6rie est convergente. 
D*apr^8 les relations : 



OAo.OBo = R'« 
OA, .OB, = R» 



on a : 



OBo 



De rn^me 



=(iy 

I, \R7 



OB, /R\> . 



D'une fa^on g6n4rale : 
(i) 0B„ = OB. (ly. 

On d6montrerait de la m6me roani^re que 



(2) OA, = OA, (|,) 



2n 



Groupons les termes de la s^rie comme il suit: 
i* Les termes relatifs aux tubes A affect^s d*indices n^ga- 
tifs; la somme de ces termes forme une s^rie. Quand Tindice 
n devient tr^s grand, le point A^^, devient tr^s ^loign6, la 

Vitesse communiqu6e k un point M par ce tube devient tr^s 

i 

petite, de Tordre de jt-t — • Si le point A;^ est tr^s ^loigne, la 

difference 0A« — MA-.« e?t negiigeable et la vitesse est de 

i 

Tordre de grandeur de ^ La distance OA -„ croU suivant 
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une progression g^om^trique de raison ( g- j -La s^rie ttj— 

est done convergente. 

2^ Les termes relatifs aux tubes B affect^s d'indices n6ga- 
tifs. Un raisonnement identique au pr^c^dent fait voir que la 

s^rie rrz: — est convergente. 

3* Groupons deux h deux les tubes affect^s dindices posi- 
tifs: 

"01 "o ^P "4 ^«' "«• 

Hetranchons membre k membre T^galit^ (2)de r6galit6 (t), 
il vient : 



(3; A«B„ = AqB^ (—A 



' Les tubes Aq, Bq, ..., A„, Bn ont des moments deux k deux 
6gaux et de signe conlraire. La somme g^om^triqne des 
yitesses dues k un groupe (An, Bn) est du m^me ordre de gran- 
deur que AnB„ ; elle decrolt done suivant une progression 

g^om^lrique de raison l-=r\ et tend vers quand n aug- 

mente ind^finiment ; la s^rie est done convergente. 

Les trois series partielles ^tant eonvergentes, il en sera de 
meme de la s6rie totale. 

84. De plus, je dis que les circonf^rences C et C sont des 
lignes de eourant. Gela est Evident ; en effet, tous les tubes sont 
conjugu^s deux &deux par rapport au cerele Get au cercle C'. 
Assembions les tubes par groupes de deux conjugu^s par 
rapport ^ G ; la vitesse due k chaque groupe sera tangente k G. 
la vitesse totale sera par consequent tangente eile-m^me k G. 
Demonstration analogue pour G'. 
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85. La solutioQ que nous venons de trouver n^est pas la 
seule, car le vase n'est pas simplementconnexe. Pour oblenir 
la solution la plus g^n^rale, il sufBt d'ajouler un tube ayant 
pour trace le centre ct un moment quelconque. En effet, la 
Vitesse due ^ ce tube est tangente en particulier & C et & C\ 
puisque toutes les lignes de courant dues k ce tube sont des 
circonf^rences ayant le point pour centre. 

La trajectoire de A^ est ^videmment une circonference de 
centre 0, la vitesse due k tous les tubes ^lant ccmstamment 
normale au rayon vecteur OAq. 

86. Liquide comprisentre deux plans reotangulaires. 

— Prenons les deux plans qui limitent le liquide pour plan 

des xz et des yz. Soient Ox 

et 0^ leurs traces ; A^, celle 

d'un tube tourbillonnaire in- 

finiment d61i6 de moment Stt 

{/ig. 26). 

Prenons les sym^triques 
de A^ par rapport k Ox et Oy 
en k^ et en Aj, puis les sy- 
m^triques de A4 par rapport 
k Oy et de A^ par rapport k 
Ox; ces deux points se con- 
fondent en A, sym^trique de A^ par rapport au point 0. 

Attribuons les moments : 



^' 



•«: .- 




Fig. 26. 



+ 2it it Ao 

— Stt a A^ 

— 2ir k A3 
+ Jtt k A3 
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Supprimons les cloisons et imaginons que les quatre tubes 
Aq, A4, A2, A3 existent simultan^ment. Les axes oa?etoyseront 
des lignes de courants puisque les tubes sont conjugu^s deux k 
deux par rapport k ces axes ; et Tintroduction des cloisons dans 
les plans des xz et des yz ne moditiera pas le mouvement. 

Quelle sera la trajectoire du point Aq. Nous avons d^fini 
[72] la fonction P, et nous avons vu que, dans le cas d*un 
liquide ind^Bni, cette fonction est proportionnelle k la force 
vive: si done les cloisons ^taient supprim^esetque les quatre 
tubes existassent r^ellement, la force vive totale du liquide 
serait dgale & P & un facteur constant pr^s. Hais la force vive 
du liquide compris entre les deux plans est le quart de la force 
vive totale, qu*on obtiendrait en supprimant les cloisons et 
donnant une existence r^elle aux tubes A|, A^, A3. 

Done: La force vive du liquide r6el compris entre les deux 
plans est encore proportionnelle k P, et I'equation des forces 
vives s'ecrit : 

P = const. 
Or: 

P = 2 m^mk log pik 

Dans le cas actuel mt = ih 1, et il y a six termes, corres- 
pondant k six distances p qui sont ^gales deux k deux. Pour les 
termes qui correspondent k deux sommets opposes du 
rectangle, le produit minik = -f- i ; pour les quatre autres 
termes, niimk = — i. Done: 

P = 2 logAoA3 — 2 logA^Ao — 2 logA,Ao = const. 



A0A3 = 2 y/x^ -f y^ 

A^Ao = 2y 

AjAq = 2a?. 
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L*^qaation de la trajecloire du point \q sera done : 



2 log 2 ^x^ + y* — 2 log Axy = const, 
ou : 

— rf^ = const. 
— ; -h -s = const. 

Done la trajectoire du point A^ dans le mouvement 6tudi^ 
est representee par cette courbe, qui est asymptote aux deux 
axes. 



GHAPITRE VI 



METHODE DE LA REPRfeENTATION CONFORME 



87. D6flnition de la representation oonforme. — 

Soient deux aires planes simplement connexes ; deux points M 
(a?, y) et M' (a?', y) de ces aires. Supposons qu'on ait 6tabli 
enlre M et M' une correspondance telle que a?' et y' soient fonc- 
tion de a; et de y : k chaque point M correspond un seul 
point M\ et r^ciproquement. Si co' et y' sont des fonctions 
continues de x et de y, W decrira une courbe quand M d^crit 
une courbe, et inversement. Aux difT^renls points du contour 
de la premiere aire correspondront les points du contour de 
la deuxi^me. En choisissant convenablement les fonctions x' 
et y', on pent conserver les angles, c'est-ii-dire obtenir que 
les representations des courbes se coupentsous le m^me angle 
que les courbes elles-m^mes. On dit alors que la representa- 
tion est conforme. Deux triangles infiniment petits correspon- 
dants sont alors semblables; et aussi deux figures infiniment 
petites correspondantes quelconques, puisqu'on peutles decom- 
poser en triangles semblables deux k deux. 
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88. Gonsid^rons la variable complexe x* -f- >(—\y* : il 



peut arrirer que od -j- V— ^y* soil fonction de a? -f- V— i y. 
Dans ce cas les angles sont conserves et r^ciproquement. En 
effet, les conditions qui expriment ce fait sont : 

dx* dy' 

dx dy 

dx' rfy' 

dy dx 

Peut-on de cette mani^re faire la representation conforme 
d'une courbe sur elle-m^me 7 
Soit, par exemple, une circonfr^rence : 
i® On peut la faire toumer autour de son centre : 
3^ Gonsid^rons un point H dans rint^rieur du cercle ; soient 
[x^y] ses coordonn^es: je puis y faire correspondre W{x\ y') 
^galement int^rieur k la circonff^rence, suirant une repr^sen- 
lation conforme, de mani^re qu'au centre corresponde un 
point 0' quelconque k Fint^rieur du cercle. 
En effet, prenons le rayon de la circonf^rence pour unite. 

M a pour affixe la quantity imaginaire x -f- V — ^y» ^t T^qua- 
tion de la circonf^rence est : 

I 0? -f- V — *y I = const = i. 



Soit a -f- V — 4^ Taffixe de 0'. Consid^rons Texpression : 

Je puis choisir : a, p, y, S de fa^on que M' d^crive la cir- 
conference en meme temps que M, c*est-&-dire que le module 

THAoRIB DBS T0URBILL0N8. 7 
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de X* •\- V — iy' soil 4gal & l'iinit6 en m^me temps que celui 
de a? + >f—^y- 

Le point 0* conjugu6 de 0' a pour afflxe : JUTih'* 

faisons : 



a — V — *^ 



La condition : 



6quivaut & : 

^' + y' = i, 

ou : 

a? — v — *y 

Done, pour le» points de la circonf6rence (a;, y), nous poui^ 
rons ^crire : 



ou : 

Les deux fractions ont pour module Tunit^, puisque leurs 

deux termes sont conjugu^s. Celui de a? — V — *y est 6gal & 

runit6. Le module de x' + V— ly' se r^duit done i Tunit^. 
Si on fait : 



X + V--Ty = a + V— ^*» 



PROBL&HE OE HELHHOLTZ 99 

on a : 

de sorte qae ie point est le transform^ du point 0', qui a 
et6 cboisi arbitrairement k Tint^rieur de la circonKrence. 

89. H. Schwartz a donn6 le moyen de faire la repr^senta- 
tion conforme d'une aire plane quelconquesuruncercle;mais 
lea proc^d^a sont en gdn^ral assez compliqu^s, sauf dans 
qaelqaes cas relativement simples. 

Sapposons que nous sachions faire la representation con- 
forme d'une Hire A sur un cercle de telle mani^requ*au point H 
de I'aire A corresponde un point M' du cercle, et qu*au 
point Po de Taire A corresponde le centre du cercle. Je dis 
qn'on pourra aussi trouver une autre representation de Taire A 
sur le m^me cercle, qui sera telle qu*un autre point P de 
I'aire A vienne an centre du cercle. Soit, enjeffet, Fie point du 
cercle correspondant & P dans la premiere representation. 
Faisons la representation conforme du cercle sur lui-meme, 
de maniere qu'au point H' corresponde le point M"", et qu'au 
point P' corresponde le centre du cercle. Cela est toujours 
possible [88]. 

Nous aurons encore une representation conforme de I'aire 
primitire A ; en eflFet, soient (a;, y), (a/, y') et [oi', %f) les coor- 
donnees des points M, M' et M^ ; x" et y" sont fonctions de (a?', \f) 
et, par suite, fonctions de (a?, y) comme al et y[ eux-memes. 
D'autre part, les angles n*ontpas ete alterds puisque les deux 
representations faites successivement sont toules deux des 
representations conformes^^finfm, si le point M vient en P, le 
point M' vient en P', et le point W au centre du cercle. 

90. Probl^mede Helmholtz (Application au). — Suppo- 



100 DfiFINITlON DK LA REPRESENTATION CONFORMB 

sons que la section du vase soil une courbe C; soil A« la trace 
d'un tube tourbillonnaire ayant un moment ^gal k 2ir. 
Gomme nous I'avons ^tabli [60] : 



V + V— *w 



est une fonction de a? -f- V — ^y« 
Je puis done poser : 



(2) 
d'oii: 

(3) 



Posons : 






dy . dx 
dx dy 



X + >r^\y' = e*+v^^? ; 



Gette expression sera une fonction de a? -f- >i — i y. Les 
fonctions u et v se comportent r^gulierement k Fint^rieur de 
la courbe G, sauf au point A^ oCi u et v deviennent infiniment 
grands du premier ordre. 

J'ajoute que la difKrence 



t? -f- V — *w — 



X -j- V— iy 

reste finie. La fonction 



^. + V- i^ - log [x + V— iy) = /-, (a? + V— 1 y) 
reste aussi finie, m^me au point Aq. Par consequent : 

g^+ \CT,p = (a, + si'^^y) /» 
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n'admettra pas de point singulier, puisque les deux facteurs 
se comportent r^guli^rement au point Aq. Le long de la 
courbe G, qui est une ligne de courant, •]/ z= const. Or e^ est 

le module de e*+V^9 ou a/ + V— ij/. Done le long de C 

le module de x' -}- V — W ®*^ constant : 

(1) 0?'* + y'* = const. 

Consid^rons un point M [x^ y) k Tlnt^rieur de la courbe C ; 
quand ce point parcourra toute Taire limit^e par G, le point 
(^* y) p&rcourra Taire limit^e par la courbe correspondant k G ; 
or, d'aprto T^quation (1), cette courbe est une circonf^rence 
dont le centre correspond k A^. La representation est conforme 

puisque a/ + V — W ^s^ fonction de a? -[- V — ^y- 

91. Riciproquement^ si on salt faire la representation con- 
forme de Taire G, onpourra r^soudre le probl^me d'Helmholtz. 

On connaltra alors a?' -|- V — iyS on posera : 



d^ d'h 

u = T^ t;=r -r^- 

dx dy 

♦ • 

^ sera la fonction des vitesses (en dehors du tube A^). 

82, Pour determiner la trajectoire du cenlre dc gravity k^ 
du tube, 11 est plus commode d'avoir recours k la comparai- 
son eiectrostatique. 

Gonsid^rons un champ eiectrique determine par un certain 
hombre de droites perpendiculaires au plan des xy^ de Ion- 
gueur 2/ tr^s grande par rapport k leurs distances, et eiec- 
trisees uniformement ; nous supposerons que les extrdmites 
de toutes ces droites sont dans les deux plans z=slei z=: — L 
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Soient [fig, 27) AB une de ces droites ; P,un point quelconque 
8ur celte droile, ayant pour coordonn^es x\ y', z' ; P', un 

point de*la droite infiniment voisin dont les 

A 

coofdonn^es sont x\ y\ a^ + dx\ 
Si S est la charge par unit6 de longueur, la 
P' charge de PP' sera Idz* et le potentiel de la 
^ droite AB en un point tel que M (a?, y, z) 

sera : 




8 






MP 



Fig. 27. 



Soil p la distance du point M & la droite 



Posons : 



MP2 = pS + (^ — z') 

Idz 



a 



~i,V^ 



+ (' - 'r 



'' = X,-\-Z gL = l — x p = / + z 









p+Vp'+p 



ou, coinme a et p sont trts grands vis-i-vis de p, on a approxi- 
mativement : 



P P 
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93. Si les droites ^lectris^es sont en nombre quelconque : 



^ 9i 



on 



(4) V = - i^lt log p, + 2 log 2 VF^TPJS,. 



Si la somme des charges est nulle : 



2«' = <>• 



alors le potentiel 

(5) 



V = ~228/logp/ 



.ne depend plus de I ni de z. 

La composante de la force 61ectromotrice parallile k Oz, 

-r-j est nulle. 

aZ 

94. Application k I'hydro- 
dynamique. — Solent C la sec- 
tion dn rase^ O celle du tube 
tourbillonnaire [fig, 28). Le tour- 
billon C rarie d*une mani^re quel- 
conque h rint^rieur de O et est 
nul k Text^rieur. Soit 2ic le moment total du tube : 




Pig. 28. 



(6) 



AW(o = 2w. 



Les Equations h satisfaire sont : T^quation de continuity 



(7) 



du dv 

(ia? + rfy "" ^' 
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et r^quation 

La relation (i) cxprime que u et v sont les d^riv^es d*une 
mime fonction ^ (a;, y) 

ay ax 

vdx — udy = d^, 

Substituons ces valeurs de u et v dans (2), il vient : 
Par consequent k Text^rieur de Q 

^ = 0, 

et il y a une fonction des vitesses. Iia courbe C doit ^tre une 
ligne de courant, c'est-&-dire que le long de cette ligne 

dx d^ 

ou 

£cto + ^rfy = rf^, = 0. 

Le long de C on a done 

^ = const. 

Gomme <]^ n'est d^fini que par sesd^riv^es, on peuttoujours 
s'arranger de mani^re que cette constante soit nuUe. 

95. Rempla^ons maintenant dans le tube Q chaque tube 
infiniment d^lie par une droite ^lectris^e de longueur 2/, la 
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density 8ur cette droite 6tant proportionnelle k (. Snpposona 
l*espace compris entre O et C rempli par un di^lectrique, et k 
Text^rieur 4e C un conducteur limits int^rieurement par le 
cylindre qui admet cette courbe comme section droite. Si ce 
conducteur est en communication avec le sol, son potentiel ^^ 
sera nul, et tout ie long de G on aura ^ ess o. 

Hais il 86 r^pandra sur C une couche d*^lectricit^, formant 
une charge 6gale et de signe contraire k celle de O (Ihdoreme 
de Faraday). En choisissant convenablement le facteur de 
proportionnalit^ qui lie la density ^ (,16 potentiel sera repr^- 
senl6 par la fonclion ^, que nous avons pr^c^demmenl 
d6finie[94]. 

A rint^rieur de C, dans le didectrique: 

^^ = o. 

Dans rint^rieur du cylindre O, 

A<]/ = — 4'jcji.*'. 

II suffit done de prendre : 

(9) ^' = -1' 

ou : 



/ 



jxVo) = — 2' 



La fonction ^ satisfera alors aux m^mes conditions que la 
fonction ^ d^finie parle probl^me de Helmholtz. ^ne depend 
que dea; et de y, et la somme des charges est nuUe, puisque 
ies charges de C et de Q sont ^gales et de signe contraire. 

En un point de la surface du cylindre C, la density super- 
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flcielle (a' sera telle que 



fv-'ds = |, 



en appelant s I'arc de la courbe G. 
Le potentiel a done pour expression : 

(10) + = — 2 r|x'd» log p — 2 /"ixV*) log p 

= +' + r 

(end^signant par ^' la premiere int^grale,et par <]/'la8econde). 

II faut bien remarquer que ^ n'est pas le potentiel dd au 
cylindre G seul, et^^ le potentiel dd au cylindre Oseul, parce 
que les charges de ces cylindres consid^r6s isol^ment ne soot 
plus nuUes. 

L'expression du potentiel de G serait [93] : 

— %f^'d8 log p + 2 log 2 yffl — z^fiifds, 
ou : 

— ^' -f log 2 >/P - ^», 

et pour le cylindre O : 

^-' — log2v'^ — z«, 

en remarquant que fiLds = + 9» ©* TjA^rfco = — r- 
Les composantes dc la force ^lectromotrice sont : 



CUV ay 
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11 faut les faire tourner de 90 degr^spour oblenir les compo- 
sanies de la vitesse, dont les valeurs seront par consequent: 

dy dy 
d(c ' dx 

96« Supposons que le tube devienne inflniment d^lid, sa 
trace se r^duisant au point 6, et que son moment reste ^gal 

Toute relectricite sera concenlrde sur la droite 6 perpendi- 
culaire au plan des xy ; au voisinage de cette droite, la force 
6Iectrique et, par consequent, la vitesse deviennent inflniment 
grandes. Alors Texpression de Y devient : 

Y = — Slog ^ofl^'d^ = iogpo, 



p^ 6tant la distance du point H & la droite men^e par le 
centre de gravity du tube, paralleiement k Taxe des z. 

En effet, k des inflniment petits prds d*ordre sup6rieur, p 
devient egal k p^. [MP devient ^gal k MG (/?^.28)]. Si le point 
consider^ M approche indeflniment de G, pQ tend vers 0, 
et ^^ devient inflniment grand. Au contraire ^ reste flni, 
parce que p reste flni meme si le point M s'approche ind^flni- 
ment de G. 

Par consequent u et v croissentindeflniment, quoique leurs 

d^' d^' 
premiers termes -j^ et -r^ demeurent finis, autrement dit les 
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fonctions : 

dco 

restent finies, m^me au point G. 

La fonction <]/ doit done satisfaire aux conditions suivantes : 
La fonction doit ^tre tinie et continue ainsi que ses d^riv^es 
dans toute i*aire limit^e par la courbeC, sauf au point G; elle 
doit satisfaire en tout point de cette aire k l*6q nation de 
Laplace A^ = o et ^tre ^gale & o en tout point du contour C ; 
enfin les fonctions 

dy dx 

doivent rester finies au voisinage de G. 

Le probl^me ainsi pos^ ne comporte qu*une solution ; cette 
solution nous sera donn^e par la representation conforme. 

97. Admettons, en effet, que nous ayons obtenu la repre- 
sentation conforme de Taire G sur la surface d'un cercle de 
rayon ^gal k Tunite, ayant son centre k Torigine. Supposons 
que le point G corresponde au centre du cercle. A un point M 
(or, y) de Taire G correspond M' (x\ y') du cercle : a?' +V — *y' 
est une fonction de x -f-V — ^V* Posons : 



log (x' + V- ly') = ^ + V^ITT^. 



Je dis que la fonction : 



^ = log \jx'^ — y* 
satisfait aux conditions demand^es. 
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En effet : 

A<j; = o 

puisque ^ est la partie r^elle d*une fonction analytique. 

^ = otout le long deC, puisque C a pour representation le 
cercle : 

a?'* + y'> = 4 

^ — log po Teste fini. II ne pourrait 6tre infini qu*au point G 
correspondant au point 0, pour lequel : 

«?'» + y'a = o. 
Solent a?o, y^ les coordonn^es du point G : 



i|; — log Pq == partie r^elle de log 'TjL y_ 



X 



+ V— ly-(a?o+V— *yo) 



of -[- v^ — ij/ s'annule pour w + V— iy = ^o + V — ^y© ®^ 
c'est un z^ro simple ; la quantity sous le signe log ne s'annule 
done plus au point G. 

98. Vitesse du point G. — La vitesse du point G est 
d^terminde par I'^quation (1) [65]. 



ou : 



t/^^=-/f^-/f*'»- 



■•/ ^ ^'^ = °- 



Or, I -^ ^dti> = 0. En effet, si la cloison C n existait pas, 
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les composantes de la iritesse seraient : 

d'l' dV 

u = J- o = -J— 

dy dx 

Mais, dans ce cas, le centre de gravity G du tube tourbil- 
lonnaire est fixe : 






d'o6: 



/' 



% W« = o. 



II reste done : 



^/^ = -j% ^. 



dx^ rfJ/' 

-^ sera une des valeurs que prend — -^ k Tint^rieur de la 

section O du lube tourbillonnaire. Si le lube est infiniment 
d61i6, cetle valeur difT^re peu de la valeur que prend celte 
fonction au point G. 

Pour calculer -^» nous prendrons done la d6riv6e — ^ 

at dy 

et nous y substituerons ^ a? et y les coordonn^es x^^, y^ du 

point G. De la m^me facon nous calculerons ^ = l^^ • 

dt \dx Jq 

99. Comparaison Alectrostatique. — Consid^rons un 
point M dans le plan des xy ; la force 61ectrique qui agit en 
ce point est, par raison de sy metric (puisque les extrtmites 
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des droites ^lectriques sont suppos^es dans ies plans z =i ± I 
^qaidistants da plan des (cy)^ sita^e dans ce plan, ses com- 

posantes ont pour expression ^^ -^ ; elle est due k la charge 

da cylindre O et ^ la surface C. Cette force peut done ^tre 
regard^e comme la r^sultante dedeux autres, Tune due k la 
charge de G et dont Ies composantes seront : 



d^ d£ dlog'iy/p^ z^ 
dx dy dz ^ 

Si le point M est dans le plan des xy^ la troisi^me composante 
s'annale. La seconde force due & Q a pour composantes : 



^ d£^ rflog2 \lP — z^ 
dx dy dx 

Le second terme du potentiel de O ne depend pas non plus 
de X et de y, 

Dans le plan des xy^ la troisi^me composante s'annule 
encore, et nous avons deux forces dont Ies trois composantes 
sont respectivement : 



rff d^ 

cSd dy 

et 

rf£ d^ 

dx dy 







o; 



prds du point 6 cette derni^re devient tr^s ^rande. La pre- 
miere reste finie et, d'apr^s le num^ro precedent, en la faisant 
toumer de 90 degr^s, on obtiendra la vitesse du point G. 

100. Trajeotoire du point G. — Pour trouver cette 
trajectoire, ou plut6t une de ses principales propri^t^s, car il 
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n^est pas ioujours possible d'obtenir son Equation sous forme 
finie, ii est commode de recourir encore k ]a comparaison 
^lectrostatique. 

101. Je rappelie d'abord quelques ih^oremes d*61ectrosta- 
tique dont je ferai usage. 

ThEori^me I. — Soil un champ ^lectrique contenant des 
conducteurs qui poss^dent des charges M^, M,, ..., M|,respec- 
tivement aux poteniiels V^, V,, ..., V«. Si ce champ subit un 
changement, le travail produit par les forces 61ectriqaes est 
egal& Taccroissement de la somme: 

I (M,V, + M,V, + ... + M„V„) = i ^MY. 

ThEorEme II. — Soient deux systemes de conducteurs S et S', 
qui exercent Tun sur Tautre des actions mutuelles (abstrac- 
tion faite des forces qu'exercent les conducteurs d'un systeme 
sur les conducteurs du m6me sysl^me). 

Supposons, pour simplifier r^nonc6, que les conducteurs 
soient tr^s petits et assimilables k des points. S'il n*en 6tait 
pas ainsifOn devrait decomposer chaque conducteur en ele- 
ments infiniment petits. 

Soient M|, M,, ..., M„ les charges eiectriques des conducteurs 
qui composent le systeme S; Vf, Vj, ..., V,lles potentieis que 
produirait le systeme S' aux points ou se trouvent ces charges. 
Soient Mj, M,, •..» M;^ les charges des conducteurs dans le 
systeme S', et V^, Vj, ..., V„les potentieis que produirait en 
ces points le systeme S. 

Le travail des forces qu'exerce S sur S' augmente du travail 
des forces qu'exerce S' sur S est egal k Taccroissement de la 

X 
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fonclion : 

M,v; + M,vi + ... + M„vi = Mi V, + ... m;v. 

OU : 

2;mv' = ^u'\ ■ 

Si les masses electriques sont en nombre infini, les th^o- 
r^mes sont encore vrais ; mais il faut remplacer les sommes 
V par des integrates /• 

102. Appliquons ces Iheor^mes h T^tude du champ ^lec- 
trique que nousavons defini [95]. 

Les forces qui s'exercenl dans ce champ forment quatre 
groupes : 

Les forces F| , exercees par les charges ik" les unes sur les 
aulres ; les forces F,, actions des charges (a' sur les charges [t," ; 
les forces F, , actions des charges [i.^ sur les charges [/.', et 
enfin les forces F,, actions des charges ja^ les unes sur les 
autres. 

D^composons le cylindre O en elements infiniment petits 
de la maniere suivante ; nous partagerons le cylindre O en 
cylindres infiniment d^lies de section efui, paralUles k Ot, et 
nous decouperons ensuite ces cylindres par des plans paral- 
l^les au plan des xy ; le volume de chaque tranche sera dta dz, 
et sa charge [if'diadz, 

Les composantes de la force F, relatives ^ cet element 
seront : 

\i!'diadz -^ 

^ az 

TBfiOUl DBS T0URBILL0M8. M 
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Remarquons que la section du cylindre O a 6t6 supposee 

Ires petite. A rinterieur de cette section, -^ et -^ ont une 

ax ay 

valeur sensiblement constante. Le point d'application de la 

r^sultante des forces Y^ est silu^ k rinterieur de Q, : il est done 

trds rapproche de la droite men^e par le point G paralielement 

k Oz, En appelant / la charge totale de O, supposee con- 

centree sur cette droite, la resultante des forces V^ aura pour 

projections : 

dx dy 

103. Evaluons le travail dc ces forces et commencons par 
Ic travail total des qualre sorles de forces eleclrostatiques 
F^,F„PietF3. 

Le travail des forces eleclrostatiques e&t represente, ainsi 
que nous Tavons rappcle, par Taccroissement de: 



I /vrf'". 



V 6tant le potentiel auquel se trouve la charge intiniinent 
petite (/m, et Tintegrale 6tant etendue a toutes les masses. 
Dans le cas qui nous occupe, le potentiel total est ^. Le tra- 
vail cherche est done ^gal 4 Taccroissement de : 



- J^^''di3idjs + ^^[»-'dsdz, 



dia 6tant la section d*un des cylindres dlementaires dans 
lesquels nous avons decompose Q; et c^, un element du con- 
tour C, de sorte que la surface G est d^compos^e en rectangles 
dont I'aire est dsdz. 
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En remarquant que ^, [l et [l" ne dependent pas de z^ et 
qa*on doit inlegrer ealre z = — /et^=r-f'^ ^^^^ ezproMion 
s'ecril : 

Posons : 

Le travail des forces electrostatiques sera reprtoent^ par : 

dS = WP. 

104. Faisons le meine calcul pour les forces F4 seules. La 
charge d*un petit cylindre est \kdtadsy et son potenliel 



Y — log 2 ^P-^z^ 
il vient done : 

rfS == I dflY — log 2 >JP — z^]ydiadz 

— i ^/+V"^«^^ — I dfitTdi^ log 2 y/P — z^dz 

= I djyydi^ - 1 fv^'di^ftoi 2 V/^ — z^dz, 

car [!.'' ne depend pas de z. Les deux dernieres inlegrales sont 
des constantes. En posant par consequent : 

P' = / ^y«£<D, 
le travail dea forces F| aura pour expression : 



WP'. 
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Le travail des autres forces F,, F, et Ff sera represenl^ par 
la difference : 

Id (P — P'). 
Or : 

p - p' =J^ydia +Jw<^^' 

^ repr^sente le potentiel d*un point de C ; cepotentiei est nul 
puisque C communique avec le sol : le second terme est done 
nul. I«a premidre int^grale doit dtre 6tendue k ioute Taire U. 
Gomme cette aire est infiniment petite, ^j^' y a une valeur h. 
peu pres constante dans toute son ^tendue, valeur egale k 
celle qu*il a au point 6, ^q* ^ous pourrons done 6crire : 

105. Supposons que le tube se deplace, la vitesse de son 
centre de gravity aura comme composantes : 



di 



\dt//o di \dx/Q 



It?") ^^®^8**^^^ '* valeur que prend -^ quand on subslitue 

& a; et a ^ les coordonndes Wq, y^ du point G. 

Las masses (a'' se deplacent done, et ce d^placement modiGe 
en m^me temps la distribution ^lectrique sur la surface C. 

Les forces F, ont pour composantes dans le plan des A?y : 

dx dy 

La r^sultante des forces Fj est done normale k la trsjectoire du 
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point G et, par suite, ne fournit aucun travail. II en est de 
m^rne des forces Fj et F,. En effet la r^sultante de ces forces 
est normale au conducteur G (car dans une distribution 6lec- 
trostatique les ligncs de forces aboutissent toujours normale- 
ment aux conducteurs) : les masses {jl' se d^placent, mats en 
reliant A la surface du conducteur^ et par consequent dans 
une direction perpendiculaire k celle de la force. Gette force 
ne produit pas de travail. 

Le travail total des forces F,, F, et F, est done nul. 

11 r^sulte de Ik que : 



on : 



et: 



rf(p - n = o, 



P — F rz: const, 



1^^ = const. 



106. La trajeotoire est une oourbe fermto. — Suppo- 
sons qu'on ait fait la representation conforme de I'aire G sur 
UD cercle K ayant son centre en 
{fig. 29). Au point G (a?o, Vo) 
correspond 6' (a?0, yi), et au 
point M (a?, y) le point M' (x\ y'). 
Posons : 



a?' + V- i y' 



^0 + v^^^ yo 



= z 




Fig. 29. 



Z est une certaine fonction de Z, /*(Z). Z^ la nidme fonction 
de Zo, /-(Zp). 
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Po8on8 encore : 



Pour pouvoir appliquer les formales, il nous Taut irouver 
une autre representation conformc telle qu*au point G corres* 
ponde le point 0, et k H un point M' (rv% y"^ iel que : 



(T'' + V~T / = z^ = (p(Z). 

Pendant le d^placement du point G, la forme de la fonction ^ 
variera, mais celle de f demeurera la m^me, car dans la d^fl- 
nition de ^le point G ne joue aucan r61e. 

Nous Savons [88] qn*il sufOt de prendre : 



Z'-Zi 



ntf '^ 

"" Z'Ui — 1 

En effet : si mod Z'= i, on a mod 7/ = i. 
Si Z = Zo, Z' = Zi et ZJ = o, c'est-S-dirc qu'au point G 
correspond bien le point 0. 
Z" est une fonction de rr et de y : 

^/ = p r^elle de log l" = log \Z''\ 
Y = log Po 



en prenant: 



f = log 



Po 

f9 \ 



z — z, 



= log 



M6 = |Z - Zo) 
Z' — z 



z — z. 



-logjZ'Ui — 1| 



Y^ est la yalenr de cette expreRsion pour Z = Zo, soil en 
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appliquant la rdgle de i*H6piial : 



H = log 



dZ^ 



dZ, 



-log|ZiUi-.i| 



= log 



dZ, 



d7u 



-~Iog:i-|Zi|»] 



L'equation ^q = const peat done 9*^crire en passant des 
logarithmes aux nombres : 



dZ', 



dTs, 



= const. 



l-|i5il» 



La trajectoire est done toujours une courbe ferm(^e. 



GHAPITRE VII 



MOUVEMENT DES TUBES TOURBILLONNAIRES 
TH^ORfiMES G£n£RAUX. TUBES DE REVOLUTION 



107. Tubes tourbillonnaireB de rivolution. — Suppo- 
sons quMl eziste dans un liquide ind^fini des tubes tourbil- 
lonnaires qui soient de revolution autour de i'axe des z. Si 

^ cette condition est remplie k Torigine 

des temps, elle subsistera constam- 
ment ; tout plan passant par I'axe des 
z sera et restera un plan de sym^trie. 
Soit M un point quelconque du li- 
quide; menons le plan meridien pas- 
sant par ce point (fig. 30), et prenons 
I'image du syst^me par rapport k ce 
pi^ 3Q plan. La vitesse du point M ne devant 

pas changer, par raison de sym6trie, il 

faut qu'elle soit contenue dans ce plan m6ridien. 

108, Consid^rons un tube infiniment d^li^, formant une 
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sorte de tore {fig. 31), et soient d^ sa section droite, R la dis- 
iRDce da centre de gravity de cette section a I'axe Oz. Le volume 
dn tube sera: 

'et il doit demeorer constant. Le tour- 
biilon 9 6tant perpendiculaire au plan 
m^ridien, le moment da tube a une 
valear 



dto 




Fig. 31 



constante toat le long du tube. Puis- 
que dUa est constant, il faut que <r le 
soit aussi ; o ne depend que de t et de R ; en posant : 

(T = R cos op 
V = R sin 9 

Z •=! Z 



il viendra : 



CT=/'{R,X). 



D'autre part, le moment du tube doildemeurer constant par 
rapport au temps ; il en sera par consequent de m^me de -• 

109. Nous avons k trouver des fonctions u, v, %o qui satis- 
fassent aux Equations : 



(i) 



^^ dy dz 

du dw 

^ dz dx 

do du 

dx dy 

rfw j^ rfr , dw 

dx '^ dy dz "^ 
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Ges Equations ont la m^me forme que celles de Maxwell. 
Klles s<; confondent avec les Equations de Maxwell en admet- 
tant qu'on remplace les tubes tourbillonnaires par des cou- 

rants donl les composantes soient 5-» q » 3- 5 «, v^ tc seraient 

2ic Ztt aiz 

m 

les composantes du champ magn^tique determine par ces 
con rants. 

Maxwell introduit ce qu*il appelle le polenllel vecteur dont 
les composantes F, G, H son! d^finies par les conditions : 



,ax dn dG . 



et qui y^rifie la condition 



dx ' di/ ^ dz 



En eliminant u, v, tOy on trouve 

AP -f Httm = o, 
ou 



AF + 47r.s- = o. 



F est done le potenliel d'une mati^re altirante donl la density 

strait —• Soient a?, y, zles coordonneesd'un point du champ; 

a?'. y\ x' les coordonn^es du centre de gravity d'nn ^l^ment 
de volume rfr; 5', yj', C, les valeurs de 5, >i, C en ce point; r, la 
distance des points a?, y, x et a?', y', t\ nous aurons, d'apr^s 
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cela: 



(3) G 



H -It- 



Ces formules donnent P, G, H et par suite u, t% tc quand 
I, i|, C sont connus. (Cf. Electricite et opiique^ I, page 144, 
sqqA 

110. Expression de la force vive du liquide. — La 
force vive totale du liquide a pour expression : 



(4) T=U(ti> + r> + tr«)dT, 



en supposant que la density du liquide est prise pour unit^ ; 
dans la comparaison ^lectrodynamique, si le milieu dans 
lequel se trouvent les courants n'est pas magn^iiqne((A = ij, 
r^nergie 41ectrocin6tique sera : 



<^^ tf^""' + ^' + ^'> * = h 



Cette ^nergie ^lectrocin^tique est susceptible d*une autre 
expression. Gonsid^rons, en eflet, un ^i^ment de courant sur 
Tun des circuits qui engendrent le champ; soient ds cet Ele- 
ment ; t, rintensite du courant ; P la projection du potentiel 
vectear sur la direction de T^I^ment c2f , la sorome : 



i/' 



tV*P 
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^tendue k tous les dlemenis de courant repr^sente l*dnergie 
cin6tique. Si pour un instant nous designons avec Max^eell 
par tf , tf, w les composantes du courant, Maxwell d^montre 
que: 

(6) |J«'*P = |/(P" + G« + Htt?) dx. 

(Cf. Eleclrictt4 et Optique^ I, page 153.) 

Dans nos notations actuelles les composantes du courant sont 



1, -n, 1, 

2ic 5it 2w 



d'oii : 



et 

(7) T = J(F$ + G^ + HC) rfr. 

111. L'identit^ de ces deux expressions se d6montre 
d*ailleurs directement. En efTet: 

/(P? + G. + HC) d. =/2fW. =J^Tp. -fi:^£d.. 
Remarquons que dz = dxdydZy et integrons par parties : 

I F -J— dxdydz = JYicdxdz — / w nf-c?T. 
Nous devons int^grer entre — oo et + « . Or, & Tinflni, 
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F et to sunt nuU; le l^rme tout cunnii est done nut aux limiles, 
el il reste seulement : 



I'dw . r dP. 

J dy J dy 

jF-d.= -Jv-^d.. 

= -lj2j''d-/'+ij2j''d-.'^'^ 



De meme : 



Done 



suit, en ddveloppant les >^ : 

ou, en se reporlant aux equations (2) 

T = \j{y} + t>« + xo') rfT. 

112. Actions mutuelles des Aliments de oourants qui 
remplacent les tubes tourbillonnaires. — Soil un ^l^ment 
de courant MM' de longueur d^ et d*intensite t plac^ dans 
un champ roagn^tique ; soienl MP le vecteur qui repr^sente 
la force magn^tique en M; MC, un vecteur tangent a MM' 
et proporlionnel k ids. L'^l^ment MM', corame on le sait, est 
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eoumis h une force perpendiculaire aa plan MTC et ^gale k 
I'aire du parall6iogramme conatruit sur HT et sar MG. Soient 
dx, dt/t dz ies projections de di sar les trois axes; a» p, y 
celies de la force magn^tique MT ; idx, idy, idz les projections 
du vecleur HC. Les projecUons de la force 6lectrodynamique 
sur les axes sont : 



Ox) 


idz.p — idy.y 


Oy) 


idx.y — idz.% 


02) 


idi/.j. — idx.^. 



Dans le cas qui nous occupe, les quantit^s qui corres- 
pondent a idx, idy^ idz sont : 



Wt y^dx ^dx 

Stt' 27c' 2^' 



et celies qui correspondent a a, p, y sont u, t?, to. Les coaipo- 
santes de la force eleclrodynamique seront alors : 

2^ (^^^ — ^ = Xrfx 
^ {tol — uCi = Yc/t 
;£ (UTi — vl) = Zrfr. 



C^Tt 



en posant 



1 

X = 25^ (vi[ — tor\) , etc. 



118. THfiOREME. — Les force8(X, Y^ Z) qui represented les 
actions mutuelies des elements decourants fictifs, par lesqueis 
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nous avoDs remplac6 nos tubes tourbillonDaires, doiveni ^tre 
6galcs ei opposees deux h deux. Done : 

La somme de ieurs projections sur un axe-quelconque est 
nulle : 

(8) 21 XdT = ou : 2 (t?i; — toTj) dx = o. 

De m^me, la somme de leurs moments par rapport k un axe 
quelconque est nullc : 

114. Demonstration directe de Tiquation SX<iT= o. 

— Soil une surface S. par exemple une sphere ayant pour 
centre I'origine et de rayon R Ires grand. Soit ciio un element 
de cette surface, I, m,n les cosinus direcleurs de la normale k 
cet element. Je dis que Tintegrale : 

I rf<i> I - (u' -I" ^' + ^^^) — M (/W + ^''^ + W!P) I 

est nulle. 

En effet, nous avons suppose tous nos lubes tourbillonnaires 
a distance flnie ; un point de la surface situ6 k une distance R 
tr^s grande de I'origine sera aussi k une distance tr^s grande, 
du meme ordre que R, des tubes tourbillonnaires. Le vecleur 

(u, v, w) represente la vitesse ou la force magnetique. On sail 

i 

que celte force magnetique varie comme ^- Si done nous 

regardons R comme un inflniment grand du premier ordre, 

\ 

u, i>, trseront infiniment petits du troisii&me ordre, comme rr^) 



128 



MOUV£MKNT DES TUBES TOURBILLOIHNAIRES 



et u', V*, w^ seront du sixieme ordre. La surface a laquelle on 
6tend Tintegrale est infininicnt grande, il est vrai, mais seule- 
ment du second ordre ; Tinlegrale est done nulle. 
Transformons cette integrate d'apres la formule connue : 



il vient : 



/^^ 



//Prf. =J^ rf„ 



' du . dv . dw 



dw 



dx 



dx 



du dv dw 

dx dy dz 

du du du 



= o. 



La seconde ligne est nulle en vertu de Tequation de con* 
tinuit^. En tenant compte des Equations (i), il reste : 



2 / rfx (v; — tOTj) = o, 



ou : 



2 X(/t = o. 

lis. Letheor^me des momenU donne une equation ana- 
logue : 

J[\y - Yo?) dx = o, 



ou : 



(9) 




y X Q 

u V w 

5 >i ? 



dr = o. 
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116. Autre expression de la force vive T. — Pour 
obtenir cette expression, rappeions d*abord le th^or^me 
d*^lectrodynamique suivant : Si on d^place des courants sans 
changer leur intensity, le travail des forces ^lectrodynamiques 
est 6gal k Taccroissement de I'^nergie 6]ectrocin6tique. Soit 
un 61^ment de courant ds dMntensit^ t ; supposons que les 
coordonn^es a?, y^ z de cet Element ^prouvent des variations 
8a?, 8y, tz. 

Admeltons en particulier que tx, 8y, tz soient proportion^ 
neis & a?, y, jr : 

Zx=%x^ By = «y, ^z = tz. 

t 6tant ane constante infiniment petite, la transformation 
revient k multiplier toutes les distances par i -f- e. Supposons 
pour fixer les id^es qu'il n*y ait que deux courants; dans ce 
cas 

T = I (Li> + 2Mtr 4- Ni'>) 

8T = I (8Lt« + 28Mii' + JNi'^). 

Dans le changement particulier que nous avons efTectu^, 
les courants restent homoth^tiques par rapport A Torigine. 
Dans le syst^me ^lectromagndtique L, M, N sont des lon- 
gueurs : en raison de Thomog^n^ite ces longueurs doivent 
6tre multipli^es par i -f- s. Done : 

5L = Le, 8M = M«, 8N = N», 

THftOftlK DBS TOURBILLONS. 9 
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et enfin : 

8T = T». 

Cette formule reste ^videmment vraie pour un nombre 
quelconque, et ui^me une infinil^ de couranU. Done : 



f{\w + Yy + Z^) e = ^S 



ou en eupprimant t et rempla^ant X, Y, Z par leurs valeurs : 



(10) 




X 


y 


z 






T 


u 

I 


V 


to 


(fx 




r 



ou en repr^sentant le determinant par D : 



/Ddr = I 



117. Liquide enfermi dans un vase. — S'il s'agit d'un 
liquide renferm^ dans un vasequ*il remplit completement, on 
pourra recourir encore k la comparaison ^lectrodynamique 
k la condition de remplacer le vase par un conducteur par- 
fait. 

Maxwell a montrd que dans un tel conducteur les courants 
sont localises 4 la surface, etque cette surface forme un ^cran 
eiectrodynamique (nappes de courants). Les th6or6mes ^non- 
c^s pr^c^demment demeureront vrais si on tient compte de 
cette nappe de courants. 

118. Considerons un point de la surface du vase : les 
molecules de liquide situ^es k Tint^rieur du vase ont une 
Vitesse situ^e dans le plan tangent; en un point infiniment 
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voisin, mais situ^ de I'autre c6t6 de la surface, le liquide en 
repos. La vitesse est done discontinue. Cetle discontinuity 
pent ^ire remplac^e par Fintroduction d*un tube tourbilion- 
naire. En effet, prenons le cas particulierd'une surface plane, 
le plan des xy par exemple, le liquide 6tant au-dessous de ce 
plan. Au-dessus du plan la vitesse sera nuUe ; au dessous, elle 
sera constante et parallMe h Ox. 

Supposons que la variation de vitesse se fasse non pas 
brusquement, mais d'une fagon continue, quoique trSs rapide. 
Dans la couche de passage u sera une certaine fonction de z : 

u=:f{z) 
et : 

sera dififiSrent de 0. D'apres les hypotheses faites, u est fonc- 
tion de X, seulement; v = to = o. Done ^ et ( sont nuls ; 
mais 

est different de 0, et est m^me trSs grand. 

Le tourbillon qui remplace la discontinuity sera done paral- 
IMe au plan de separation et perpendiculaire k la vitesse u. 

119. Si la surface de separation est courbe, et la vitesse 
variable, le theoreme sera encore vrai. 11 suffit, pour le 
demontrer, de decomposer la surface en elements assez petits 
pour qu*on puisse consid^rer ces elements comme plans, et la 
vitesse comme constante dans toute leur etendue ; il est tou- 
jours possible de choisir I'dpaisseur de la couche de passage 
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tr^s petite m^me vis-^-vis de ces elements ; nous pourrons 
ainsi remplacer la surface par une nappe de tubes tourbil- 
lonnaires. D*apr^8 la demonstration prec6dente, chacun des 
tubes sera dirig6 dans le plan de Teldment, c'est-k-dire dans 
le plan tangent k la surface, et la limite sera sur cette sur- 
face elle-m^me, perpendiculairement k la vitesse au point 
consid^r^. 

120, La force (X, Y, Z) qui repr^sente Taction 6lectro- 
dynamique sur un Element de nos courants fictifs doit 6tre 
perpendiculaire k la fois au courant et^ la force magn^tique. 
Le courant est dans le plan tangent k la surface du vase; la 
force magn^tiqne, qui est dirig^e commc la vitesse, est aussi 
situ^e dans le plan tangent ; la force (X, Y, Z) est done nor- 
male k la surface du vase. 

121. Pour appliquer au cas actuel les th^or^mes que nous 
avons d^montr6s dans le casd'un liquide ind^fini (113-116J, 
il nous faudra tenir compte de deux groupes de forces dec- 
trodynamiques, celles qui agissent sur les courants que nous 
avons substitues aux tubes tourbillonnaires, et celles qui agis- 
sent sur la nappe de courants qui remplace la surface. 

Mais, dans un certain nombre de cas particuliers, les termes 
compl6mentaires provenant de ces derni^res forces, que nous 
devrions ajouter dans nos Equations, auront une somraenulle. 

Parexemple, ?i le vase a la forme d'un cylindre dont les 
generatrices sont paralleles k Orr, les forces qui agissent sur 
la nappe de courants etant normales k la surface seront nor- 
males k Ox^ et la somme de projections sur Ox sera nulla. Le 
premier th^or^me reste vrai sans modiGcation (113). 

Si le vase est de revolution autour de 0^, la somme des 
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moments des forces compl^mentaires par rapport k Oz sera 
nulle, puisque toutesces forces renconlrerontOz. Le deuxi^me 
th^or^me (113) sera encore vrai. 

Si le vase est une sphere ou l*espace compris entrc deux 
spheres concentriques, le second theor^me est vrai par rap- 
port k un axe quelconque passant par le centre, la sphere 
etant de revolution autour d'un axe quelconque. 

Si le vase est limits par deux plans parall^les au plan 
des xy par exemple, on peut le consid6rer comme de r^vo- 
lution autour de Taxe des z, ou comme un cylindre parall^le 
soit ^ Oo? et 4 Oj/f et appliquer les remarques relatives k ces 
diff^rents cas. 



122. Les tubes tourbilloxmaires sont des oylindres 
parallMes & oz^ — Dans ces conditions : 

2;, u, V ne de'pendent que de z, 

Le mouvement ne sera pas modifie (56) si nous limitons 
une portion du liqnide par deux plans paralleles au plan 
des xy, pat* exemple : z = 0^ z = i. Les deux th^orSmes 
sont encore applicables. Voici comment nous definirons 1*^1^- 
ment ^T. D^composons le plan desa?y en elements de surface c^a>, 
et prenons chacun de ces Elements comme base d*un cylindre 
paralieie k Oz, et limits aux plans ^;=0 et ^ = i. L'espace 
compris entre les deux plans sera de cette facon partag^ en 
une infinite de ces cylindres; puis nous menons des plans 
paralleles au plan des xy, distants entre eux de dz, G*est la 
tranche limitee dans un des cylindres par deux de ces plans 
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n T 

124. Demonstration directe de la relation \\Sdi = > 

— Revenons maintenant au cas g^n^ral. Nous avons d^mon- 
tr^ par la comparaison ^lecirodynamique la relation (10) 



Cette relation pent aussi s'^tablir directement, comme nous 
allons maintenant le faire voir. 
Posons pour abr^ger : 

, u* -{- v> -{- to^ 



ou 



=>- 



D^veloppons le determinant D suivant les elements de la 
premiere ligne 

D = Aa? + By + C-r, 
en posant 

B = Cu — 5u? 
C = 5t? — •»jw. 



Calculons A par exemple 

du du . du dn . du dw 

dx dx ^ dy da; ^ dz dx 

du \^ ^ \^ du dh 

dd?"" rfy ' dz dx^ 
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les expressions de B et de G se deduiront de celle'-R par 
sym^trie. 
Envisageons Tini^grale 



Jl 



t|a-Lt?'+M?' "1 



Gette integrate, prise sur toute la surface d'une sphere de 
rayon tr^s grand, est nulle, d'apr^s un raisonnement que nous 
avons fait plusieurs fois d6j& (voir en parlie, 114). Transfer- 
mons-la d^apr^s ia formule dont nous avons aussi d6j^ fait 
usage : 



ou 



/2«^ "/si"- 



u* + V* 4- tt?* 



X = a '^ — —-*- u (am -r y^ + ^w>) = a?A — uK 



en posant : 

K = rru -^ yv -|- Jito, 



et par consequent 



dX dh , . du„ . / du , dv . dw\ 

cfY dh , . dv.. , / du . dv , dw\ 

dZ dh . . du>„ , f du , dv , dto\ 
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les deux derni^res Equations ^tant obtenues par sym^trie. 
Nous devons 6crire que : 



/si* = »• 



En effectuant la somme V nous trouvons apr^s des reduc- 
tions ^videntesy en tenant compte de T^quation de conti- 
nuity : 



irfX 



d'od 



Jkdx —JkBd-: = o 



125. Les tubes tourbillonnaires sont de r6volution 
autour de Oz. — Supposons que les tubes tourbillonnaires 
soient de revolution autour de 0^. Dans ce cas, nous adopte- 
rons les coordonn^es semi-polaires en posant : 

a? = p cos f^ 
y = psin^ 

X z=: z. 

Par hypoth^se, le tourbillon est en chaque point perpendi- 
culaire au m^ridien. 
Si done 9 est la grandeur du tourbillon : 

5 = — 9 sin f 
f[z=z 9 cos cp 

i; = o. 
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Par raison de sym^trie [107], la Vitesse (u, o, w) est situtfe 
dans le plan m^ridien et 

dp 

dp . 
• » = "n sin • 

dt ^ 

dz 

De plus, comme nousravonKvu [108], - est une constante. 

Substituons ces valeurs dann nos Equations : un certain 
nombre se r6duisent k des identit^s. Mais il nous restera en 
paxiiculier la suivante : 

(16) ^(uYi — t?5) rft = o. 

Pour d6finir I'^l^ment di^ consid^rons un plan m^ridien, 
celul des zy par exemple : d^composons-le en ^l^meots de 
surface efo). Chacun de ces 616ments dans la revolution autour 
de Ox engendre un volume. Si nous menons des plans m^ri* 
diens distants angulairement de d^^ ces plans d^couperont 
dans les volumes des trongons assimilables k des cylindres 
de section g^ et de hauteur pdfj^, Le volume de ces trongons 
sera : 

o^T = pdtadf. 

w 

L'^quation (15) deviendra : 

/• J? (co^* ? + sin* f) = pdiadff = o, 
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OU 



(16) 



I a ■-* adfi>d(f = 0. 



L'int6grale doit ^tre ^tendue h tous les 6l6ment8 dta d*une 
moiti^ du plan des zy^ et entre les limites 9 =0, et cp :^ 2ir. 

Comme le coefficient de d(f ne depend pas de ^ , on peut 
int6grer par rapport & 9 et ^crire : 



(") 



/' 



-r^dto = O. 

di 



Traosformons maintenant le determinant D en le multi- 
pliant par un autre qui est ^gal & 1. , 



D = 



X y z 
U V to 

X COS 9 '\' ysiTif^ 
5 cos «p + Tj sin 9 
u cos 9 -f" ^ ^^'^ ? 



cos f sm (p 
sin 9 cos 9 o 
o o i 

a; sin cp -f- y cos cp 

E sin f -f" "n cos cp 
u sin 9 '\' V cos cp 



z 



oa 



D = 



P o 

'9 

dp 



z 

o 

dz^ 
dt 



= '\^di-'di) 



^\. 



Si nous portons cette valeur de D dans la relation (10), il 
vient : 



/DrfT = /Dpc?o>c?«p = - 
2flC jhpdiii = —• 
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(18) *-/«P^(|--S) = TC). 

126« Grandeur de la vitesse. — Soit an tube infini* 
men! d^lie, de section circulaire, existant seul : son rayon 
demeure constant. La relation (17) : 



/«rp|rf«o = 



exprime que : 



/ cp^dia = 



const. 



En effet, si nous diffi^rentions cette derni^re par rapport 
h t en remarquant que fsdm repr6sente le moment du tube 
et estconslanty nous retrouvons T^quation (17) : 

Posons : 

(1) Tffrfu) = M 

(2) r<jp»rfo> :^ MR». 

M sera une constante, ainsi que MR^. 
Si 9 a partout le m^me signe, R sera compris entre les 
valeurs extremes de p, p^ et p^. 
En effot, soit p^ la plus grande valeur de p : 

« 

MR* < Apjrfo) 

(<) Au lieu de cette 6quatioo,HolnihoUz trouve, par suite d'une erreur de 
calcul : 



4«J*.prf«(pg-2«^) = T, 



la presence de ce Cacteur 2 do change pas d'aiUeurs les r^sullats que nous | 

allons ezposer et qui reposent soulement sur la consideration de l^ordre de I 

grandeur des diff4rents factenrs. 
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OU : 

MR» < flfitdio = Hp2 

on d^montrerait de inline que : 
Par consequent : 

PO > R'> P4- 

Si le tube est infiniment d^li^, p^ et p^ different tr^s peu 
Tun de Tautre et tr^s peu du rayon moyen du tube. Ce 
rayon moyen difKrera* aussi tr6s peu de R et pourra 6ire 
regards comme constant, de m^me que R. Le seul mouve- 
ment que puisse prendre le tube se r^duif done k un d^pla- 
cemeut parall^le k Oz. Quelle sera la vitesse de ce d^place- 
ment? II n'est pas Evident a priori qu'elle sera constante, 
parce que la position du tube relativement k Oz ne change 
pas par le d^placement ; la vitesse pourrait d^pendre de la 
forme de la section. 

II n'en est rien : la vitesse est constante et tr^s grande, 
ainsi que le montre Helmholtz en s*appuyant sur Tequation (3), 
et tenant compte de Tordre de grandeur des quantites 

T, u, V et |- 

Si la section du tube est infiniment d^Iiee, un point situ^ 
k distance flnie du tube aura une vitesse finie. Mais un point 
situd au voisinage de ce tube aura une tr^s grande vitesse. Le 
rayon de la section du tube et la distance de ce point au 
bord de cette section seront toujourstr^s petits vis-li-vis deR. 
On obtiendra une approximation suffisante en assimilant la 
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partie voisine da tube k un cyiindre et lui appiiquant les 
formules des tubes cylindriques. 

127. Consid^rons un tube rectiligne inflniment ddi6. Pour 
determiner la vitesse, nous remplagons ce tube par un cou- 
rant rectiligne ind^fini. Lavitesse est representee parle meme 
yecteur que la force magn^tique : eile est done en raison 
inverse de la distance du point consider^ h I'axe du courant. 
En un point infiniment voisin de celte droite, la vitesse sera 
infiniment grande. Par consequent la force vive T est infinie. 

Le potentiel vecteur (F, G, H) est defini par les relations : 



^ =/^ ''' 



etc. 



Supposous iiotre tube rectiligne paralieie h Taxe des x, 
Dans le cas actuel r- est une constante. F serait le poten- 
tiel d'une droite indefinie eiectrisee uniformement. En un 
point infiniment voisin de la droite, ce potentiel est de Tordre 
de log p, si p est la distance du point & la droite. 

128. Soit maintenant un tube circulaire ou le courant cir- 
culaire qui le remplace. Dans le plan normal k ce cercle au 
point 0, je prends un point M tr^s voisin de 0. Je vais cher- 
cher la force magnetique et le potentiel vecteur engendr^s 
au point M par le courant circulaire, et les comparer a ceux 
qu*engendrerait un courant rectiligne, dirige suivant la 
tangente en 0, et ayant m^me inlensite que le courant cir- 
culaire. 

Prenons le point comme origine {fig. 32), la tangente 
comme axe des x, le diametre OG comme axe des y. Le point 
M sera dans le plan des yz. 
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Supposons rintensit6 du courant 6gaie k i*unit6. Soient ds 
un ^l^ment de courant, c^ sa projection sur Ox^ r la distance 
de ds au point M : 




-f- 



Fig. 32. 

au courant rectiligue a pour expression : 



LMnt6graie doit ^Ire prise de — 
R & 4" ^' '^ 6tant le rayon du 
cercle. 

Soient PP' = ds, et P^P; = 
dx la projection de PP sur Taxe 
des X (fig. 33) ; r, la distance de 
P4PI AM. Le potentiel vecteur dd 



'' =}t- 







L*int^grale devrait 6tre prise de — cck-^-co] mais, comma 

nous ne nous proposons que d'e- 
tudier Tordre de grandeur de P4, 
nous pourrons la prendre comme 
la premiere entre les limites — R 
et + R. 

En effet, les elements situes k 
distance finie de M donneraient 
dans Texpressionde F| des termes 
finis, qui sont n6gligeables vis-^- 

vis des termes tr^s grands donnas par les Elements voisins 

deM. 




Fig. 33. 
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li en r^sulte que nous avons le droit d*6crire 



F-F,=/.to(i-i). 



Nous pouvons trouver une limite superieure de I'el^ment 
de cette integrate. Soient, en effet : 

0, ^0, z^ lea coordonnees de M 
Xy y, o id. de P 

«?, o, o id. de P|. 

Dans ie triangle MPP| 



MP = r MP, =r^ PP| = y. 



Or : 



r r. 






est plus petit que : 



('•;-'•) (r. + ;^) 



Comme r^ — r < y, on a enfin : 



1 

r 



i 



U+rj) 



et : 



F - F, <^^ +y*^- 



D'ailleurs : 



H = MP^ = a:» + (y-yo)'+'»J 



Cydx r ydx 



TH^ORIS 0E8 T0URB1LL0M8. 



10 
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Quand le poinl P se rapprochc indefinimenl de o, ~ 
lend vers une limile finie 211, R elant le rayon du cercle. 

L'inlegrale / ^-j- el de meme Tinlcgrale / ^~- reslenl "done 

finies, par suilc la difference F — F| est finie. 



129. Ordre de grandeur du potentiel vecteur. — 

Puisque la differencn F, — F esl finie, nous poiivons, pour 
chercher Tordre de grandeur du polenliel vecteur, remplacer 
le lube circulaire par le lube recliligne. 

Supposons d*abord qu'il s'agisse d'un lube unique, el que 
le lourbillon soil conslanl. Le lube recUligne sera un cylindre 
k section circulaire. Le potentiel vecleur sera ^gal au polen- 
liel d'une masse alliranle distribuee sur le cylindre, et dont 

la density serail egale k r-* 

En un point exlerieur au cylindrd, le polenliel esl ie meme 
que si toule la masse alliranle ^lait concentree sur I'axe. 
Si po est le rayon du cylindre, tout se passera en un point 
exlerieur, c'esl-&-dire en un point dont la distance k Taxe p 
esl plus grande que p^, comme s'il exislait sur Faxe une 
matiere alliranle de densil<^ : 



•""as- 2 
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et le potentiel en ce point sera : 



(3) /CpJIogp (p>Po). 



Pour un point interieur au cylindre, c*est-&-dire pour 
9 < Foi '^ potentiel s'obtient en decomposant ie cylindre en 
deux parlies par une surface cylindrique ayant m^meaxe que 
lui et passant par le point consider^. La coucbe annulaire 
n*a aucune action sur le point : Tautre partie a m6me action 
que si toute la masse 6tait concentree sur son axe. 

Par consequent Tattraction est 6gale k : 

^ pour p > po 

— ?;po p = Po 

— Cp p < Po- 

Le potentiel aura done pour expression : 

(*) - ^' + c, 

les deux formulas (3) et (4) devanl concorder pour p =: p^* 
Cetle condition determine la conslante C : 

_ ?£5 + c = - !:p2 log Pa 



2 



C = Cp? (I - log Po) 



Supposons le moment du tube t[po fini. Si po est tres petit, 
C» et par consequent, ie potentiel vecteur sera de Tordre de 
grandeur de log p^. 

ISO. Ordre de grandeur de la force irive. — Soienl P 
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le potentiel vecteur, a le iourbillon, qui 8ont perpendiculaires 
au ui^ridieD. La force vive a pour expression : 



I =: / tfPdT = / aPpefcix/f , 
ou en integrant par rapport & f : 

I = 2ic / oPpe^o). 

Or ivdia est fini; c*est le moment du tube que nous regar- 

dons comme fini, par hypoth^se. P est de Tordre de log pQ. 
La force vive sera aussi de eel ordre, et par consequent tres 
grande. Quant k la vitesse, elle est du m^me ordre de gran- 
deur que Taltraction de noire cylindre consid^r^ plus hautet 

par consequent que -— 

Po 

181. Vitesse du mouvement. — Posons : 

(») A = ffjp^:zdia = MR^Xo 

en prenant : 



(6) MR« = r<jp*rfa) = const. 



j-Q sera Tordonn^e d'un point silu^ k Tinterieur de la sec- 
tion m^ridienne du tube. Solent en effet z^ et z^ les ordon- 
nees extremes de cette section. 

Jedisque : 

J-^ > ^0 > ^v 
En effet : 

JapV^rfcD = z^ ip^vdia = 4', MR*. 
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D*autre pari : 



/ ap'xcfcD < / vp'jr^cfoi, 



ou : 
ei: 

On ddmonirerait de la mdme manidre que 
Diff^rentions A par rapport k /, il vient : 






= I .rfo. (ifZ f + p» f ), 



car «£&>, qui repr^sente le moment du tube, est une constante, 
D'autre part, de T^quation (3) [125] nous tirons : 

/ «P* "^ ^« = / ^P^ :5? «^« + n^ 



dt > 4?r 



Par consequent : 



(„ ^=«R.i|.=3r.^*^+x, 



De r^quation (1) on d^duit, en remarquant que z^ est une 
constante : 



(8) = j ap ^ z,d^, 
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et en additionnant (7) et (8) : 






(9) MR«^ = 3/,p|f.-z„)./. + X, 



Le premier terme du second membre est fini. En eflet, 
/ ac£u) est Hni de m^me que P > ;j^ ^^^ ^^ composante de la 

Vitesse suivant le rayon vecteur; e'est une quantity tr^s 

i 

grande, du m^meordre que -; z — ^y^v est plus petit que le 

ft 

diametre e de la section du tube ; done -^ iz — z^ est fini. 

On pourra done n^gliger le premier terme devant le second 
et se homer k ^crire : 



dz.. 

= T- X 



dt 47C " MRJ 

II r^sulte de cette Equation que : 

dz 

1* La Vitesse -^ est tr^s grande, du m^mc ordre de gran- 
deur que la force vive T; 

%^ Ella est sensiblement constante puisque T est constant ; 
le premier terme est variable, il est vrai ; mais nous avons 
monlr^ qu'il est n^gligeable vis-&-vis de T. 

Le tube tourbillonnaire se d^placefa done avec une vitesse 
tres grande, parall^le ^ Oz, 

132. Ordre de grandeur de la vitesse. — Demons- 
tration directe. — La vitesse (u, t?, \o\ est representee, comme 
nous le savons, par le m^me vecteur que la force magn^tique. 
Soient AB = dz un element de courant {fig, 34); P, un p^le 
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magn^tique ^gal k Tunite. La force que Tel^ment AB exerre 
sur ce p6le est perpend iculaire au plan PAB et a pour expres* 
sion : 

AB' X I 



».a 




6 



Fig. 34. 



AB' etant la projection de AB sur une 
perpendiculaire PA ; t\ Tintensit^ du 
courant, et r la distance AP. 
En valeur absolue : 



AB' X t ids 



D^composons noire tube tourbillonnaire en 61^ments de 
volume el rempla^ons chacun d*eux par un 616ment de cou- 
rant. Si a est Tintensit^ du tourbillon, nous devrons donner 

au courant une intensity -^~- [43], et par consequent 



ids = 



^dsdi 



a> 



2:r 



2^' 



d(a etant Telement de seclion, et dx l*eiement dc volume du 
tube. 

La Vitesse aura done pour limite t^uperieure : 



J 2.,- 



Decomposons le tube en elements de la maniere suivante : 

Du point P comme centre, decrivons des spheres concen- 

triques : ces spheres decoupcront dans le tube des tranches 

ayant la forme de calottes sph^riques. Considenms en parti- 



152 MOUVBIISNT DES TUBES TOU RBI LLOIHN AIRES 

culier une de ces tranches, limit^ea par les spheres de rayon r 
et r -J- dr, et Tinl^grale 



J ^' 



^tendue k tout le volame de cette tranche. Soit 9| la plus 
grande valeur que prenne a dans la tranche; tousles ^1^- 
ments de Tint^grale ayant m6me signe : 






r peut 6tre regard^ comme constant pour toute T^paisseur 
de la tranche. Ge qui permet d'6crire : 






w < ^/■"- 



Or jd'z est le volume de la tranche, qui en appelant X la 
section de cette tranche est ^gal k Xdr. Par suite : 



jcdx 9^\dr 



Soit maintenant dia un 616ment de la section du tube, et 
consid^rons le tube ^l^mentaire engendr6 par la revolution 
autour de Taxe de cet Element e/co, dX sera la section faite 
dans ce tube par la sphere de rayon r. 

Je vais partager ces spheres en deux groupes : 1° celles 
dont le rayon est plus petit qn'une certaine limite sup^rieure 
au plus grand diametre e de la section du tube total. Par 
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exemple : jc prendrai pour ceite limite 2e; 2"* celies dont le 
rayon est sup^rieur k 2(. 

La limite superieure de la vitesse devient alors : 



(10) 



r2t ^o 

o *^2f 



Dans ia premiere integrate, X est evidemment plus petit 
que 4flrr*, surface enlifere de la sphere. Done : 



/•-^ < *'/>■■• 



ou : 



/ 



2e 



< B^:9^l. 



Gomme toujours, nous supposons le moment du tube de 

grandeur finie ; <s^Q est flni. (s^ est done du m^me ordre de 

it 1 

grandeur que -> c'est-i-dire que -^ eto^eserade Tordre de -• 

Dans la seconde inlegrale : ^ 



dX = 



dt} 
sinO 




^tant Tangle sous lequel la sphere coupe le 

tube {flg. 35) ; est toujours supdrieur k une 

certaine limite %, differente de 0. En efPet, Y\a. 35 

aucune sphere du second groupe ne pent deve- 

nir tangente au tube; le contact aurait lieu dans la section 

m^ridienne, et le rayon de la sphere serait inf^rieur k s. 
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Par suite : 



et 






X < 



sin \ 



qjQ dr 






le premier facleur -r~- est fini ; le second, 

sin 9a 



/% — 1 __ * 

*^ 2e 



L'inUgrale est encore de Tordre de grandeur de -• 

Les deux termes de Texpression (10) sont done du m^me 

{ 
ordre que -> et la vitesse est elle-m^me d'un ordre de grandeur 

au plus tigal ^ celui de -• 
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CONDITIONS DE STABILITY DU MOUVEMENT 

PERMANENT 



138. Mouvement permanent. — Supposons que le 
liquide soil ind^fini et les tubes tourbillonnaires parallMes 
k Oz, Le mouvement sera 6videmment permanent si les ( 



sont fonctions seulement de la distance p =: ^a^ -f- y^. 

Autour de 0^, il y aura une s^rie de couches concentriques 
k rint^rieur desquelles le tourbillon aura une valour cons- 
tante. 

Soit M un point quelconque {/i^. 36); 
la Vitesse de ce point sera dirig^e per- 
pendiculairementau rayon vecteurOM, 
mene de Torigine k ce point. Au bout 
du temps dt le point M sera venuen M|, 
5itu6 k la m^me distance de 0. M d^crit 
done une circonf^rence de centre 0. pig. 35. 

Soient 2[ la valeur du tourbillon au 
point M, k rinstant t; C', sa valeur en M^ au temps t -]- dt; 
Ci, sa valeur en M au temps dl. 
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Je dis que : 

En efTet, la mo16cule, qui au temps c^se irouvait en M, vient 
au temps t -}- dt en M^, sur le m^me tube. Or pour un m6me 
tube C = const. 

De nidme : 

c, = c. 

En effet, au temps t^ les deux points H et M^ sont sur une 
m^me circonf^rence de centre 0, et par hypoth^se 2; ne 
depend que de la distance au point 0. 

L*intensit6 du tourbillon en M| est done constante. Comme 
M| est un point quelconque, il en est de m^me en tout autre 
point, et le mouvement est permanent. 

134. Stability du mouvement. — Ge mouvement per- 
manent est-ii stable? 

Autrement dit, si une cause quelconque vient ^ d^former 
infiniment peu ces couches concentriques, cette deformation 
ira-t-elle en s*exag6rant, ou bien le liquide tiendra-t-il k 
reprendre son 6tat de mouvement primitif ? 

Pour decider de cette question, il nous faut dtudier les 
variations de la vitesse (w, v) dans ces transformations. 

Nous avons trouv^ d'une mani^re gen6rale [94] : 



M d^ 

dy dx 



en posant : 



=-/-^ 



log?- 
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Si nous passons aux coordonn^es polaires, en posant : 

X = r cos f 
y = r sin (p, 

les composantes de la vitesse deviennent : 



dr 
dt 



dt dr 



d^ 
rdf 



135. Gas particulier. — Supposons qu'ii existe un seul 
lube cylindrique dontla section droite soil un cercle, et qu'^ 
i'inlerieur de ce cercle ^ soil constant. La vitcsse en un point 

c|nclconque sera ^r k i'interieur du cylindre, et — " h Texle- 



r 



rieur, en appelant r^ le rayon de la section droite. 

D'ailleurs : 

^ == Cr J log r. 

Supposons que le cylindre subisse une petite deformation, 
le point M, par exemple, vient en 
M,, et le Fdyon vecteurOM=5 
devient une fonction du temps i 
et de Tangle <p qu il fait avec un 
certain diametre origine OX 
(fig. 37). 

Au bout du temps dl le point 
H| sera venu en M|\ et ses coor- 
donn^es polaires ^ el s auront 
8ubi des accroissements de : 




^ dt rdr 
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el 

rdf^ 
D'autre part, comme s est fonciiun de «p et de ^ 

d*oi], en reinpla<^anld!s elo^cp par icurs vatemrseiresolvant par 
rapporl k -r 

fin ?[?^_i?i _i^f?£. 

^ ' dt rd^ rdr d^ 

D6veloppons s suivanl les multiples de ^ d*apres la for- 
mule de Fourier : 

(12) « = ro + ^an cosn^ -f ^ft^sin n^. 

La surface tolale du tube ne doit pas avoir vari^; doncle 
terme constant est egal & r^ aux infiniment petits du second 
ordre pr^s ; a^ et ft,, sont des foncUons de ^, ind^pendanles 
de <p el Ires peliles, puisque nous avons suppose les transfor- 
mations tr^spetites. La function } est, h une constante pres, le 
potentiel d*une matiere attirantc qui serait r^pandue dans 

tout le cylindre qui forme le tube, avec une densite 3-- Pour 

simpljtier Tecrilure, dans ce qui va suivre, nous supposons 

Le potentiel ^ peut ^tre consid^r^ comme forme de deux 
parties : Tune, ^q, due au cylindre non deforme ; Tautre, $<];, 
des parties deform^es (ombrees sur la figure 38). L'^paissear 
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de ces portious deform^es elanl tres faible, le poleniiel aura 
m^rne valeur si, au lieu de leur attribuer une densite cubique 
constante, on leur donne une densite superQcielle proportion- 
nelle k leur ^paisseur s — r^, 
Celte densite superficielle sera — r — ^ 

Le potentiel o*]^ sera done une funclion de r el de tp, et nous 
pourrons ecrire : 

0'} =z \,Cn COS /?:p + V^Ai sin n^. 

Pour un point exterieur aux couches agissantes, 5} verifie 
Tequation de Laplace : 

A (o<J/) = o. 
Par consequent : 

A fo„ COS)?s) =: 

A (f/n sin n^'j = o 

^A et e/„ etant des fonctions de r seulement, 

c„ ::= ci r" + c; r « 
t/„ = rf,; r« + (/;. r-«. 

c!tf Crt» ^/1» ^rt sont des conslantes. 

Comme S^ ne doit pas devenir inflni en mdme temps que r, 
il faut que : 

^•i = rf^ = 0. 

Pour un point inlerieur, la fonclion est diflerente; il faut 
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qu'elle restefinie pour r = r^; done a rinWrieur ; 

< = di = 0. 

II en resulte que, pour un point ext^rleur, nous devrons 
poser : 

(1.4) 8.J. = 2^, (^)"co8 n^ +2^« (?)'''^" ""^ 

et pour un point inl^rieur : 

(15) 8.} = "^gl, (^fj co8«^ + J'^'' {rj «'« "?• 

Le polentiel reste conlinu quaiid on traverse la surface 
atlirante; les deux formules (14) el (15) doivent done donner 
la meme valeur pourr =^ r^; ce qui exige que : 

ff!, = On ^n ~= ^'/|. 

Mais la force, quand on francliit la surface, eprouve une 
variation brusque cgale au produit de la densite par47c.Cette 
force a pour expression : 

i® En un point ext^rieur : 

^*^* "I? = 2~ "* (t?)" ; ^^« ^^^ "^ + ^* ^'" ''^ ' 

2° liln un point inlerieur : 
i^"*) -^ = S" (^) ; [On cos n^p + A« sin n^), 

Pour r = r^j la dilTerence de ces deux expressions doit 6lre 
6gale k Atv multiplie par Texprcssion (13) de la densite. 
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D'ou la relalion : 
— ^^2 V--(^^co9w<p-4-A„8in«^) = 2 y(a,C08n<p + ft„8inn(p;. 
En identifiant les coefficients de cos n^ et de sin /i^, il vient : 

n 



9n, = • 

n 



n 






Si nous substituons ces vaieurs dans ['expression de S^, 
nous obtiendrons pour le potentiel : 
i® En un point ext^rieur : 

(18) ^=+, + S»| = ^;,-2^^ Kcos n^+ ft, Sin n^j^^y; 
2** En un point int^rieur : 

(19) I' = +0 -2 ^ (^^ ^^* ""^ + *" '^" '*^) (^r)"- 

(en retabiissani le facleur C que nous avions supprime). 

Pour r = Tq, les deux formules se confondent et donnent 
toutes les deux (en supposant de nouveau (; = 1) : 

^ = ^0 — y -^ {an cos n<p -f- bn sin /*]>) 

<ie plus, Tequalion (11) doit ^Ire v^rifi^e. 
Or pour r == r^ on a : 

■^ = ^/'o {an sin n^ — 6„ cos n^) 

-^ = ^{^n sin n(f—^bn cos n^) 

^ = ro 2 ( — «a„ sin ncp -f- nft;, cos n^). 

TIl^ORIB OSS TOUBDILLO.NS. 1 1 
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— est un infiniment petit du premier ordre; comme nous 
negligeons ies InQniment pelits du second ordre, i) nous suf- 
fira de prendre, dans le coefficient de -r- Ies quantites fmies. 
A ce degre d'approximation, ce coefncient se r^duit a : 

Remplagons dans Tequation (ill : 

^= — Vl/iflSin/*^ — bnC0S7i:fj — V ( — nan^\nn^-{-nO„coi^n(f) 
— cos n<f -1- — sin n^. 

En identiniint, nous obtenons Ies conditions : 

— = (!-«; 6„. 

(20) 

Ges Equations admettent comme integralcs : 

a„ = A sin (1 — wi / 4- B 

hn — Acos(l — «) ^ + B 

Ces expressions montrenl que, si Un et b^ sont petits au 
temps ^=0, ilsresteront toujours tres petits. Le mouvemenl 
est done stable. 

186. Deformations particulidres. — Soit une deforma- 
tion telle que tous Ies coefficients soient nuis au d6but, 
sauf An et hn^ : tous Ies autres resteront constamment nuls. 
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La courbe deform^e aura comme Equation : 



(22) 



5 = r0 -f- Art coH n^ -j- b,t sin n^p. 




Le rayon vecteur presente done n maxima ei n minima, et 
la courbe, une 86rie de festons {fig. 38). 

Quand t varie, la courbe conserve la mdme forme, seulemenl 
elie semble tourner aulour de Oz avec 
une Vitesse 6gale A (i — n) X,, 

Si la courbe 1 6lait plus complexe, 
c*esi-&-dire sMl y avail plus de deux 
coefficienls differents de 0, on pourrait 
la decomposer en ^ourbes simples cor- 
respondanl cbacune k une valeur de n 
et qui cbacune tournerait autour de Oz avec sa vitesse parti - 
culiere. 

187* Supposoos n = i, il vient : 

« = Tq -|- fl^ cos ^ -j- ^^ sin jp. 

Gette Equation, aux infiniment petits du second ordre pres, 
represente un cercle dont le centre aurait pour coordonnees 
a^ et b^, Dans ce cas, 1 — n est 6gal k 0, done . 



Fig. 38. 



dOj 
dt 



= o 



db 



dt 



= o. 



Le centre du cercle (a^{, b^) est done fixe. 
Soit n = 2. 



s = rQ'\- a^ cos 2^ -|- ^2 s^" 2?* 

Aux infiniment petits du second ordre pres, cetle Equation 
est celle d*une ellipse ayant son centre a Torigine et dont 
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rexcenlricit^ est tr^s faible ; d'aulre part i — » = 1. Done : 

^2 = A sin t -j- B 
6j = A cos / -j- B 

Tellipse paraitra tournerd'un mouvement uniforme. 

188. Ce th^or^me est encore vrai dans le cas d'une ellipse 
quelconque. Soil en efTet C id valeur, suppos^e constante, du 
tourbiilon k rinl^rieur de Teliipse. 

Reprenons les coordonnees rectangulaires, en choisissant 
pour axes les axes de Teilipse k un instant d^lermin^. 

Les composantes de la vitesse sont : 

ai' ax 

ce scraienl les composantes de rattraction exercee par une 
mati^re altirante remplissant le cylindre el puss^dant une den- 
site C/^TT constante. Or nous pouvons consid^rer un cylindre 
-elliptique comme un eilipsoide dont un axe seraitinfini. 
Soil un eilipsoide homogdne : 

ax^ -f" ^I/^ "I" ^^* = ^ • 
Son altraction sur un point int^rieur a pour composantes : 

Ax, By, G^, 

^, B, C ^tant des constanles. 

L'eriuation du cylindre se reduit a : 



Done : 



ax 

dy " 
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Au bout du temps dt^ le point int^rieur considdre aura 
eubi un d^placement donl les composantessont : 

udt^—^dtz=z— Byrf^ 
dy 

vdt = ^ d( = Kxdt. 

dx 

Je puis ioujours determiner deux nombres a et p, tels que : 

A = a + pa 
B = Qt -f- p^ 

tant que a 7^ 6 el A ^ B. 

Le d^placement se decompose alors en deux autres ayant 
respectivement pour composantes : 

I — ^hydt zzz dx I — %ydt =z dx 

(i) ^ "^ (2) ! ^ 

( paxdt =z dy • I ijxdt = dy, 

Le d^placement (1) n*all^re pas la forme de I'ellipse. En 
effet, diffi^rentions Tequation de I'ellipse : 

^axdx + ^bydy = — %ix^bydl -{- ^by^axdt = 0. 

Le d^placement (2) repr^sente une rotation autour de 0^. 
Au bout du temps dt et, par consequent, au bout d'un temps 
queiconque Tellipse a tourn^sans deformation. 

139. Tubes tourbillonnaires conoentriques. — Con- 
siderons un tube tourbillonnaire limits par deux surfaces 
cylindriques C et C, de revolution autour de Oz [fig. 39). 
Nous admettons qu'4 Tinterieur du cylindre G, de rayon Tq, le 
tourbillon a une valeur constante C + ^' ) entre les deux 
cylindres, une autre valeur constante C ; enOn k Texterieur 
du cylindre C, dont le rayon est r^, le tourbillon est nul. 
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LVfTetde ces deux tubes concent riques sera ^gal^lasomme 

des effets de deux tubes, dont i'un aurait 
un rayon r^ avec une valeur dutourbillon 
^gale k C, el Tautre un rayon r^ avec un 
tourbillon C'. 

Chacun de ces tubes donnerait lieu k 
un mouvement permanent [133] ; si on 
superpose leurs effets, le mouvement sera 
encore permanent. 




Pip. 39. 



140. Conditions de stability. — Ge mouvement sera-t-il 
stable? 

Pour nous en rendre compte, nousallons proc^der par une 
methode analogue k celle que nous avons pr^cMemment 
employee. 

Soit ^Q la valeur de ^ : 'J/q ne depend que de r, la vitesse 

est perpendiculaire au rayon vecteur et 6gale k -^• 
Si r < rg, le point est interieur aux deux cylindres, done : 

Si r^ < r <ri, le point est exterieur au premier cylindre 
C et interieur au second C, tt ; 

dr r ' 



Enfin, si r > Tq, le point ej?t exterieur aux deux cylindres. 



el : 



dr r "^ r 
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Pour r = Tq et r = Tq ces formules deviennent : 







r' 
En posant -* = t, il vient : 



#7 = ?•' + C. 



o**'o 



Imprimons i C et A C une petite deformation, de tellesorte 
que leurs rayons vecteurs deviennent respeclivement : 

« = r^ + 2 ^« ^^^ ^? + *» sin n^ 
.? = Tq 4" V a^J cos ncp -f" ^n sin n^p. 

Pour un tube seul, nous avons trouv^ comme valeur de '^j 
apr^s la deformation : 

^= lo - 2 "^ (a„co8n;p + ft«sinn(p) (^- j » 

en convenant de donner ii n un signe lei que ce facteur 
(- ) soit toujours < 1. 
Pour les deux tubes, nous aurons : 



+ = +0 — 2 ^"^ (^'» ^^® **^ + *" ®*" "^^ W 
— 2j n ^^'^ cos n(p + 6;i sin n^) [jr^j 
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Ecrivons, pour chacun des tubes, T^quation difierentielle 
(11), il vient : 

^ — ^ -f^L ^(14^ r\ ^ 

^'- f[L _ f re« 4- n 2^. 

dt "" r^dif ^^ ^^^df 

D6veloppons les termes el identifions les coefficients de 
cos n(p et de sin n^ pour r = r^ el r = Tq. Nous trouve- 
rons ainsi les Equations (en supprimant les indices n deve- 
nus inutiles): 



^ = bi:t-^* + bx - nb' {w + n 

<*^^ db 

^ = - aC - aXt'^-' + na{i: + C) 
^' =: - flCt» + ^ - aX + rta' [W + C). 



Nous obtenons ainsi quatre Equations differentielles 
linf^aires, k coefficients constants, pour determiner les quatre 
inconnues a, b^ a\ b\ Les int^grales de ces Equations Be 
ramenent^ des sommes d'exponentielles, de la forme e*^ 

Si a est r^el et positif, cette exponentielle crolt ind^finiment 
avec le temps, et le mouvement est instable, puisque la defor- 
mation ira en s'accentuant. 

Si les exponentielles sont de la forme e*"S a 6tant h^el et 
positif, la deformation tendrait vers 0, et on pourrait croire 
que le mouvement est alors stable. II n'en est rien cependant, 
car, r^quation caract^ristique ayant ses racines 6gales et de 
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signe conlraire, nous ne pourrons avoir d*exponentieIles e-^ 
sans avoir en m^me temps d'exponentielles e^*'. 

Par consequent, il y aura instability toutes ler fois que 
I'equation caracteristique a une racine r6elle. 

Si les racines sont complexes, de la forme a -|" V"^ *P» 
les exponentielles seronl de la forme : 

ga + V^i ^ gxt (cog p, ^ \dT8in pi), 

el il V en aura encore au moins une dont le module croltra 
indefiniment. Le mouvement sera encore instable. 

La condition n^cessaire et suffisante pour qu*il y ait stabi- 
lity est done que toutes les racines de I'equation caracteris- 
tique soient de la forme : 



s/-i 



aetant reel. Les integrates sont alors une somme de termes 
tels que : 

gV^TTa/ _- cos a/ + V — ^ sin &<, 

qui reslent finis. 

Nous avons done a chercherles conditions pour qu'il en soit 
ainsi. 

Poson.s pour abreger : 



a 


i:- 


- " (c + Q 


p 


= !:'«• 


i-l 


T 


= ?»" 


+ < 


S 


= ?'- 


- n (!:•» + . 
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Les Equations (23) deviennent : 



da' 

-5r = T* + 86' 

db 

rfj = - *« - ?«' 

db- - , 

— = _7a-8«. 



(M) 



Posons encore : 



\h + X'6' = y, 

X et X' etant deux nombres que nous nous reservons de 
determiner convenablement. 

Multiplions les deux premieres equations (24j par X et X' et 
ajoutons-les, il vient : 



^ = M^« + X» + V (Xp + X'8). 



Je choisis maintenantX et X' de fa^onque ie second membre 
se reduise k Sy. 
X et X' seront donnas par les Equations : 

Xa + X'y = SX 
Xp -f- X'5 = SX'. 

Si on a trouv6 X et X' satisfaisant A ces conditions : 



dx 
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En operant de m^me sur les deux derni^res Equations da 
syst^me (24), on trouverait : 

dt - ^^• 

Nous obtiendrons la valeur de S en ^crtvant que le deter- 
minant des Equations homog^nes en X et en X' est nul. 
S sera done une racine de F^quation : 



(29) 



a — S y 

S 8 — S 



= 0. 



Celte equation est du second degr<^ ; soienl S et S^ ses 
racines : 

A, X', X, y les valeurs correspondanles k S 
Xj, X;, x^,y^ » k S,. 

Nous aurons : 

X^a -|- Xj'a = a?| 
\b + \\h' = y, 

dt - ^*^^* 

L'int^grale g^n^rale de nos Equations sera alors : 

a? = A sin (S^ + B) 
y = A cos (Sf + B) 
x^ = A^ sin(S^/ + B) 
y^ = A^cos(S,/-f-B). 

Si S est r^el, le sinus et ie cosinus restent finis, et il y a 
stabilite'. 
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Si S est imaginaire, S = « -f- v^ — 1m, 



sin St = e'" (cos «f + V — * sin si). 

Le module crolt indefiniment avec /; le moavement est done 
instable. 

La condition n^cessaire et suffisante pour que le mouve- 
ment soil stable est done que les racines Ssoient r^elles. 

D^veloppons T^quation en S : 

S» — S (a + 8) + x8 — Py = o. 
Les racines seront reelles si : 

(x + 8)» — 4 (aS — Py) > o 
ou 

(a + 8)' + 4By > 0. 

Remplacons a, p, y, 8 par leurs valeurs : 

[C - n (C + C) - C' + n [W + ?')]* + 4K't*- > o. 

Gette in^galit^ doit 6tre v^rifi^e pour toutes les valeurs 
enti^res de n. 

Bemarquons d'abord que, si les tourbillons C et I' sont de 
m^me signe, cette in^galit^ a toujours lieu. Dans ce cas, le 
mouyement est toujours stable. 

141. Nous ne ferons pas la discussion complete de rin6- 
galit^. Nous considererons seulement le cas particulier oH . 

W + C = o. 

Cette condition exprime que la vitesse (Ce* + C) "TT' en un 
point ext^rieur h C\ est nuUe avant la deformation. GboUis- 
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sons les unites de mani^re que C = i ; alors C = — e^. Le 
mouvement sera stable si Fin^gaiil^ ^nonc6e est v^rifi^e pour 
toutes les valeurs de n. En 6crivant qu*e]le est vraie pour 
11 = 2, nous aurons une condition n^cessaire de la stability : 

;i — 2 (i — e») + e»]a — 46« > o 
ou 

(1 -« e»)> (i — 4e3) > o. 

Le premier facteur ^tant essentiellement positif, il faut 
que : 

1 — 4e> > o, 



ou comme t est positif 



1 

^<2 



Par suite, si le rayon du cylindre int^rieur C est plus grand 
que la moiti^ du rayon du cylindre ext^rieur C\ il ne pourra 
y avoir stability. 

142. Explioation d'un fait experimental. — Imagi- 
nons que, dans un liqulde, il existe deux courants de sens 
contraires ou seulement de vilesses difT^rentes. Les. deux 
masses liquides anim^es de vitesses diCT^renles frotteront 
Tune contre Taulre, et il nattra k la surface de separation de 
petits tourbillons. Ordinairement on se contente de dire, pour 
expliquer la production de ces tourbillons, qu'ils sont dus au 
frottement des deux veines liquides. Cette explication n'est 
pas suffisante. En elTet, k Torigine nous avons deux masses 
liquides, animees de vitesses dilT^rentes, que, pour plus de 
simplicity, nous considererons comme constantes en grandeur 
et en direction. Get ^tat ne peut subsisler k cause des frotte- 
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ments dus k la viscosile du liquide. Mais il semble d'abord 
qu'il devraii se produire une couche de passage dans laquelle 
la Vitesse varierait graduellemenl, et dans laquelle les tour- 
billons seraienl r^partis uniform^ment. Or ce n*est pas cette 
apparenco qu'on observe, mais on voit se former de pelits 
tourbilions qui paraissenl avoir une tendance a se ramasser 
en lubes s^par^s. Cela tient k ce que, dans les conditions ou 
nous nous sommes places, T^tat oO les tourbilions seraienl 
reparlis uniformemenl est instable, comme nous pouvons le 
montrer en nousappuyant sur ce qui precede. 

Soil, en efl'el, un cylindre C : imprimons a tout le liquide 
contenu k Tinterieur de ce cylindre une vitesse de rotation 
uniforme (^ + 0» ^® liquide ext^rieur restant en repos. La 
vitesse sera disconlinue k la surface du cylindre, et par suite 
du frotlement il va se produire une zone de passage, qui 
sera limilee par deux cylindres concentriques k C. 

Comme dans le cas que nous avons etudi^, il y aura done 
deux cylindres concentriques ; k Tinterieur du premier la 
valeur du tourbillon est C-f-^^ ^ Text^rieur du second, le 
tourbillonesl nul; enfln,dans la zone annulaire, il varie gra- 
duellemenl. Pour plus de simplicite, toulefois, je supposerai 
que ce tourbillon a dans cetle zone annulaire une valeur 
conslanle inlerm^diaireentre elC -h ?'; soil C cette valeur. 
Posons : 

et }itlribuons k C une valeur moyenne conslanle, comme dans 
Texemple precedent, telle que : 

W + C = o, 
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ce qui exprime que le liquide est en repos k Texterieur. 
Nous tiroQsde la : 

Comme la zone de passage est Ires mince au d^bul, c es t 
Ires voisin de 1 et Ctr^s grand. Seulement, e ^tanl plus grand 

que ^t ces conditions sont instables d*aprds ce que nousavons 

vu [141]. 

Supposons que le liquide exterieur, au lieu d*^tre en repos, 
possede une certaine vilesse b. Alors : 

il 3' a encore frotlement, puisque la vitesse est discontinue ; 
en porlantles valeurs de ( et de C dans les in^galites de con- 
dition, nous Irouverions encore qu'il y a instabilite. 



GHAPITRE IX 



FLUIDES PRfiSENTAiNT UNK SURFACE LIBRE 



143, JusquUci nous n avons 6tQdi6 que le mouvement des 
liquides ind^finis ou remplissant compl^lement le vase dans 
lequel ils sonl renfermes. Nous allons nous occuper mainle- 
nanl du cas oil les liquides ne remplissent plus complete- 
menl les vases et poss^dent une surface libre en contact avec 

un autre fluide. 

Imuginons que les molecules d^crivent 
des circonferences dont le centre soit sur 
I'axe des z, et le plan perpendiculaire h, 
cet axe. Si un tel mouvement est possible, 
il sera n^cessairement permanent. 

Si la pression et la density sont les 
m^mes lout le long de Tune des circonfe- 
rences, r^quation de continuite est v6ri- 
fiee. Tout le systeme est de revolution 
autour de 0^, k un instant quelconque, la 
Vitesse d'une molecule M {fig, 40) est dirigde suivant la tan- 
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g^nle k la circonference C, et elle a in^me grandeur pour lous 
les points de cette circonference. 

Prenons dans le plan ZOM un petit element de surface : 
dans la revolution autour de Oz cet element engendre une 
petite surface. Le fluide qui occupe le volume limits par cette 
surface ^prouve une rotation autour de 0^ et son volume n'est 
pas alt^r^. 

Posons : 

MP = r = v^flp* + y>. 

La pression p et la density p sont fonctions seulement de r 
et de z, d'apr^s les hypotheses que nous avons failes. Par 
consequent : 

M? = o 
ux -^ vy = o 

Le demi-carre de la vitesse 

sera aussi une fonction der et de z seulement. 

Si la pesanteur est la seule force exterieure, qui agisse sur 
le fluide (Faxe des z etant vertical), nous avons pose [4] : 



\ = gz 



=-/f 



+ v. 



La fonction ^ existe k condition que p ne soit fonction que 
de p, C*est ce qui arrive si le fluide est un liquide homogene 
ou un gaz qui eprouve des transformations isothermiques ou 
adiabatiques. 

TH£oRIE DBS TOURBILLONS. \2 
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Dans le systeme de notations de Lagrange, les composantes 
de racc6l6ration ont pour expression : 



(1) 



Ice ~ 


du 

~ dt 




dv 
~dl 




ho 
' dt' 



(Voir § A.) 

D*autre part, si une mol6cule decrit une circonKrence d*un 
mouvement uniforme, Tacc^l^ration se r^duit k racc^l^ration 
normale : 

u» 4- p» ^ CT 
r r 

dirig^e siiivant MP. Ses composantes sont : 



2T a? _ ?I 2 



•> "^J o. 

r r r r 



D*ailleur8 : 



et par suite : 



(2) 



^ "b^ dr 

"dx br dx 



'br r 

^ = 
bx ^' 



f^ II faut done que ^ ne d6pende que de r : il en sera de 

m^me de -^ et de T. La Vitesse ne depend pas de ^, et les 

tubes tourbillonnaires sont des cylindres de revolution autour 
de Ox, 
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144. Cas particuliers simples. — Etudions d'abord 
quelques cas particaliers simples : 

i® La yitesse est inversement proportionnelle k la dis- 
tance r : alors T est inversement proportionnel k r*, ou 



m ^ 



ft 6tant one constante. 



dr r* 



et en integrant, il vient 



+ = $ + C = T + C. 



Done: 



(8) ^ — T = const. 

Nous retrouvons T^quation de Bernouilli, ce qui ^tait facile k 
pr^voir. Cette Equation a ^16 d^montr^e, en effet (24-25), dans 
le cas 0^ il existe une fonction des vilesses, c*est-^-dire oCi le 

tourbillon est nul et oil par consequent la vitesse varie 

i 

comme -• Actuellement nous supposons qu*il y a seulement 

un lube de tourbillon, ayant Oz pour axe, et en dehors duquel 
le tourbillon est nul : nous sommes done places dans les con- 
ditions ^nonc^es. 

145. 2<* La vitesse est proportionnelle k la distance r, 
autrement dit le llquide poss^de un mouvement de rotation 
autour de Taxe des z, avec une vitesse angulaire constante: 
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il se meat k la fagon d'un corps solide. On a evidemmenl : 

!=-»' 

<j; := — ar' + const, 
ou 

(4) ^ -|- T = const. 

Ce r^sultat 61ait aussi k pr^voir. 

Rappelons, en eflfet, que nous avons appel6 J [5] Tinte- 

grale : 

J = judx -|- vdy -f- lodz 

prise le long d'un arc de courbe. Nous avons d6montr6 que : 

cU 



S=/W + ^T) 



rfij; + rfT etanl une diff^renlielle exacte, -^ est nul quand la 
courbe d'int6gration est ferm^e. Ici, d'apr6s Tequation (4), 

ij; -[- T = const, 
ou 

dJ 

m^me quand la courbe d'int6gration n*est pas ferm^e. 

En effet, nous avons admis que le liquide tournait d*un 
mouvement uniforme autour de 0^; la courbe d*int^gration 
tourne aussi autour de 0^, sans se d^former. Menons au 
point M {fig, 41] un vecteur MY representant la vitesse. En 
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consid^rant ce vecteur comme une force, J est le travail 

qu'effectuerait cette force pendant que le 

point parcourt la courbe d'integration AB. 

Quand cette courbe, dans sa revolution 

autour de 0^, a pris la position A'B', le 

vecteur H'V a conserve la m^me grandeur 

et la m^me position relativement b, KW : 

M'V s'obtiendrait, en effet, en faisant tour- 

ner MV autour de 0^, jusqu'& amener M 

en M'. Le travail J de la force M'V, quand 

le point M' parcourt A'B', est done le 

nadme que le travail de la force MY quand le point M d^crit 

AB. 




Fig. 41. 



146. Forme de la surface libre. — Supposons que la 
seule force ext^rieure agissanl sur le fluide soit la pesanteur. 

Prenons pour axe des z la verticale, en comptant z positi- 
vement vers le haul. Dans ces conditions : 



\ = — g^ 



rfg 



Si le fluide est un liquide homog^ne : 



p z= const. 



et 



(5) 



^ = - 



P 
gz — - 



S*il s'agit d'un gaz dont la temperature est constante, la 
densiie p est proporlionnelle k la pression, et en d^signant 
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par p une constante : 

i 

(6) + =— 5^^ — p-C-P- 

Enfin, pour un gaz qui subit des transformations adiaba- 
tiques : 

en appelant y le rapport = de la cbaleur sp^cifique sous vo- 
lume constant c A la chaleur sp6cifique sous pression cons- 
tante C. Alors : 

(7) ^=_^._^-^^p.-T. 

146 bts. Soit un liquide homogene sur la surface libre 
duquel s'exerce la pression atmosph^rique. Si nous appelons p 
Texc^s de la pression r6elle sur la pression atmosph^rique, 
il faut faire dans T^quation (5) : 

p = o 
et 6crire : 

(8) ^ = — 9'^ 

^ est une fonction de r, et cette Equation est celle de la 
surface libre du liquide. 

Supposons qu'il existe un seul tube tourbillonnaire, ayant 
la forme d*un cylindre de revolution autour de 0^; le toui^ 
billon est constant k Tint^rieur de ce cylindre, et nul k Tex- 
t^rieur. Le cylindre possddera done un mouvement de rotation 
uniforme. 
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Soil Vq son rayon ; k I'int^rieur de sa surface, c'est-a-dire 
pour r < Tg, la yitesse est proportionnelle & r, et 

T = ar». 

A rext^riear, pour r > r^, il y a une fonction des vitesses et 

Ges deux expressions de T doivent prendre la m^me valeur 
en un point de la surface du cylindre, c'est-^-dire pour 
r = Tq. Done : 

d'oa : 

a' = arj. 

Calculons au moyen de ces expressions les valeurs de ^. 
A Tint^rieur: 

4* + T = const, 



done: 



et k Text^rieur; 



done : 



4^ = — or* + C ; 



^ — T = const, 



Ges formules doivent donner la m^me valeur de ^ quand 
on y fait r = r^. Ge qui donne une relation entre les cons- 
tantes C et C' : 

r 



«-?+C = ^ + C'. 
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Je puis disposer arbitrairement de la constante iV : chan - 
ger sa valeur revient en effet k d^placer le plan des xy paral- 
l^Iement k lui-m^me,ce qui a simplement pour eflet d'ajouier 
une conslanle h z et, par suite, k ^. Je vais prendre C = 0. 
D'apres ce choix, nous aurouH pour r =: oo : 



et par consequent : 



^==0, 



Z=: O. 



La surface Hbre du liquide admet done un plan asympto- 
tique; c*est le plan que nous avions choisi pour plan des xy\ 
c*esl le niveau du liquide k une distance tres grande de Taxe. 
U^quation de la surface libre, rapporl^e k Taxe de rotation 
et au plan asymptotique, sera done : 

1** A rint^rieur du tube tourbillonnaire : 



(9) 



^^ = — a (r« — rg) ; 



2" A Vext^rieur de ce tube : 




(10) gz = ^ 



ar 



La premiere repr^sente 
un paraboloi'de : k Tint^- 
rieur du tube, la mdri- 
dienne de la surface libre 
sera un petit arc de para- 
bole. 

La seconde Equation re- 
pr^sente une surface) dont la m^ridienne est form^e de deux 
branches asymptotes k Taxe des z (fig, 42). Les deux courbes 
se raccordent sur la section du tube de tourbillons. 



Fig. 42. 
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Remarquons que z esl toajours n^gatif ; par consequent, la 
surface libre est situ§e tout enti^re au-dessous du plan des aoy. 

Gette circonstance ne lient pas aux hypotheses particu- 
litres que nous avons faites; c^est un fait g^n^ral, comme je 
vais le montrer. 

En effet : ^ est nul pour r = qd. Done : 






. T et r etant essentiellement positifs, il en sera de m^me 
de ^ et, par consequent, z sera negatif, d'apr^s T^quation (8). 
Ge r6suUat ne paralt pas conforme k Tobservation. Tous 
ceux en effet qui ont eu Toccasion d'observer des trombes 
afQrment que le liquide est au contraire soulev6, vers le 
centre du tourbillon, de mani^re k former une sorte de bour- 
relet au-dessous de la surface libre. Ce disaccord entre le 
calcul et Tobservation tient probablement en partie k ce que, 
dans le calcul, nous avons admis que la pression ^lait uni- 
forme k la surface du liquide; cetle condition n'est probable- 
ment pas remplie dans le cas d*une trombe; il est douteux 
cependanl que cette hypoth^se ait une influence assez grande 
sur le resultat du calcul, pour faire disparattre la difficult^ 
que nous venpns de signaler. 

147. Distribution de la pression dans un gaz. — Si 

le fluide en mouveoient est un gaz, nous d^terminerons son 
eiat en etudiant la mani^re dont varie la pression p dans un 
plan paraliele au plan des oay. Si le gaz conserve une tempe- 
rature constante, il faut se servir de la forraule (6), et on 
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trouve dans le plan z := z^: 

^ devient nul k Tinfini : soit p^ la valeur correspondante 
dep : 

d'oi^: 

Le second membre est n^galif, car ^ est toujours positif, 

commenous venons de le voir;^-- est done plus petit que i, 

Po 

et par consequent il y a depression dans Tinterieur du toar- 
billon. 

Si le gaz subit une transformation adiabatique, c'est la 
fonnule (7) qui convient. Dans le plan z = z^^^ la pression p 
seradonn^e par : 

A rinflni, ^ est nul et p est ^gal kp^; par consequent 
d'oii : 

Les quantites p, i — Y) 4^ ^^^^ positiyes, par consequent 

ou 

P < Po- 
ll y a encore depression dans Tinterieur du tourbillon. 
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148. Cas de plusieurs liquides superposes. — Forme 
des surfaces de separation. — Supposons qu'il n'y ait 
que deux liquides. Soient pi la density du premier, p^ sa pres- 
sion, p] et p^ la density et la pression du second ; soient ^| 
et ^2 1^^ fonctions ^ relatives aux deux liquides : 

Pi 

4/3 = — ^r,— ?2. 

Pi 

A la surface de separation z^ = z^^ et les pressions doivent 
6tre ^gales p^ = p,. Mais nous ne savons sur ^^ et ^^ qu'une 

chose, c*e8t que leurs d^riv^es -^ et -J^ doivent avoir la 

m6me valear. De cette condition 



on d^doit : 



on 



dr dr 



4^4 — ^'a = const. 



Vpi Pi/ 



const. 



La pression est done constante sur la surface de separa- 
tion, et cette surface aura mdme forme que la surface libre. 



GHAPITRE X 



INFLUENCE DE LA VISCOSITY DES FLUIDES 



149. Hypotheses. — Notations. — Lorsqu'il s'agit 
d'un liquide visqueux, c'est-ii-dire dont les molecules ne 
peavent se mouvoir qu*avec un certain frottement les uaes 
conire les autres, il n'existe plus de fonction des forces ; les 
forces de frottement dependent en efTet de la vitesse. Le th^o- 
reme de Helmholtz, telque nous Tavons d^montr^, n'est done 
plus applicable. 

Jusqu'aujourd*hui, on n*a pu soumettre ce cas au calcul 
qu*en s*appuyant sur certaines hypotheses, plus ou moins 
vraisemblables, mais qui sont gen^ralement adoptees. 

On admet d*abord que la force due k la viscosity a pour 
composante : 

KAu, KAt>, KAto, 

dans le systeme des variables de Lagrange, K <^tant une cons- 
tante. 
Ensuite on admet qu*k la surface du vase le liquide est en 
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repos, autremeni dit que : 

u = © = to = o ; 

eniin que sur un ^l^meni dta de cette surface agissent des 
forces superficielles, dont les composantes son! :^ 

du - -- dv , -- dw , 

K-r-flMO, K -:- ao), K-r-aco. 

an dn dn 

SupposoDS que les forces ext^rieures agissant surle liquide 
admettent une fonction des forces Y. Les Equations de 
Lagrange (1) deviendront, en y introduisant la force de 
viscosity : 

-^ — — — ^- — -I- KAm 
pbx dt ^x* 

fi\ ^P ^^ I ^^' I VA 

Tip rft^ , c)V 

^^ = -rf^ + D^ + ^^^- 

Lorsqu*un61^aientde volume c/t du liquide subil un depla- 
cement dunt lea projections sont dx, dy^ dz^ le travail effec- 
tu^ par les forces qui admettent la fonction V sera 

eten y ajoutant le travail de la force de viscosity, on obtient 
le travail r^el : 

rf6 = prfT [dV + K [Ludx 4- Af rfy + Aiootar)]. 



Nous poserons encore : 



rf€ = prfx. d^T 
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OU 

(2) dW' = dy+K (Awflte + Arrfy -f A wdz). 

Seulement, il est essentiel de reroarquer que celte nota- 
tion dY^ n*a qu'une signification purement symbolique, car 
dV n*e8t plus une diff^rentielle totale. 

Ensuite, nous 6crirons : 

(3) rf^ = rfV' — ^ 

et nous retrouverons les Equations (i) sous une forme simpli- 
fi£e, analogue k celle que nous avions obtenue au § 4. 



(*) 





du 
'dt 


sy~ 


dv 
'dt 




dw 
dt 



en remarquant, comme plus haul, qu'il s*agit seulement de 
symboles : d^ n'est pas une difT^rentielle totale, mais est d^- 

fini par la relation (3) J jf"' T^' T^ ^^ so^^ P*s les d6riv6es d'une 

m6me fonction i{^ (a?, y, z)^ mais seulement les coefficients de 
dx^ dy^ dz dans Texpression de d^. 

150. Le thjor^me de Helmholtz (5-6) s'exprime par la 
relation : 

L*int6grale prise le long d'une courbe form6e est nulle, 
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quand d^ -|- dT est une difi^rentielle lotale, c'est-^-dire quand 
il Skagit d'un fluide non visqueux. 

Mais, si on ne neglige pas la viscosity, d^ -{- dT n^est plus 
one diff^rentieJle totale. D'apr^s les relations (2) et (3), on a 
alors : 



(6) 



^= Mdv — ^+ dl:\^Kf[^uda+^v^y^liw^9). 



La premiere integrate 6tendue k un contour formd est nuUe, 
d'apr^s le th^or^me de Helmholtz (6). II reste done : 

dJ /• 

(7) 57 = M (^"^ + ^^^y + ^^<^^)' 

Faisons passer par le contour d'int^gration G une surface 
fermde quelconque. La courbe G limite une certaine aire A. 
Soient Ij m, n les cosinus directeurs de la normale k 1*616- 
ment dia de I'aire A. Nous avons trouv6, en appliquant le 
th6or6me de Stokes (8) : 



J = 2 r(/5 + myi+ nq dw 



rint6grale 6tant 6tendue k tous les 6l6ments dfn de Taire A; 
S, 7), 2; 6tant d6finis par les relations (i) du § 9. 
TransformonsTint^grale (7)parle m6meth6or6me, il vient : 



/ ^Ludx -j- ^vdy -}- ^i^dz 



=/'"[< 



dy '^ dzJ'^'^Kdz dx )'^\dx dyjj 



Remarquons qu'on peut intervertir Tordre des difKrentia- 
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lions et 6crire : 

d^w . dw 

dy "" dy 

dlv rfo 

dz dg 

ou en retranchant membre k membre : 

d^to d^v / dtp dv \ ^ r 

dy dz \dy dz) 

En transformant de m6me les autres termes, on arrive fina- 
lement k la formule : 

(B) J = ILK C [111 + mATj + nAy dco. 

151. Conditions n6cessaires pour que le thior^me de 
Helmholtz soit encore applicable. — Nous avons d^mon- 
tr^ [14] que, d'apr^s le theoreme de Helmholtz, les surfaces 
de tourbillon et, par consequent, les lignes de tourbillon se 
conservent dans le mouvement du liquide, si on neglige les 
forces de viscosity ou de frottement. Si on lient compte de 
ces derni^res forces, il pent n'en 6tre plus de m^me en gene- 
ral. Le th^or^me ne sera plus vrai que dans des conditions 
particuli^res que nous nous proposons de determiner. 

Le th6or6me de Helmholtz [6] s'exprime par la condition : 



di 



Le long d*une courbe trac6e sur une surface de tourbillon, 

J = o 
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puisque tout le long de cette courbe le tourbillon est repre- 
sent^ par un vecteur tangent a la sarface. 

Pour que — reste nul qiiand on introduit les forces de vis 

cosite, il faut que : 

d'apr^s Tequation (7). 

Cette relation exprime que le vecteur (A$, At^, AQ se trouve 
dans le plan de T^l^ment da). Tracons ce vecteur : s'il est tan- 
gent k la surface J = et au bout du temps di^ on a encore 

J = 0. Puisque -r- = 0, la surface de tourbillon est conserv6e. 

Si nous voulons que les lignes de tourbillon se conservent, il 
faut qu'un element quelconque de ces lignes reste conslam- 
ment tangent au vecteur tourbillon. II est n^cessaire alors que 
le plan de r^l^ment dm contienne k la foi.« les deux vecteurs, 
et comrae celadoit avoir lieu pourun Element dn) quelconque 
passant par le tourbillon, il faut que ces deux vecteurs secon- 
fondent en direction, autrement dit que : 

En general, cette condition nesera pas remplie et les lignes 
de tourbillon ne se conserveront pas. 

152. Dans le cas particulier oi!i il existe une fonction de 
vitesses, le tourbillon est nul, on a done : 

» 

5 = 7) = C = o, 
et par suite A$, At^, A2; sont identiquement nuls. Pour une 

TBiORIE DBS T0URBILL0N8. 1 .i 



194 INFLUENCE DE LA VISCOSITY DES FLUIDES 

courbe quelconque, nous pouvons ^crire : 



di 



Et la fonction des vitesses snbsistera done k un instant 
qaelconque. 

Gette consequence de nos raisonnements paratl constituer 
une objection contra les hypotheses qui leur ont servi de 
point de depart. 

158. Cas partioiiliers oil les lignes de tourbillon se 
consenrent. — Supposons que dans un liquide ind^fini les 
lignes de tourbillon soient des droites parall^les k Taxe des z^ 
C et 7) sont nuls, ainsi que A$ et At) : mais ( et AC sont diff6- 
rents de 0. Les conditions (9) sont remplies, et les lignes de 
tourbillon se conservent. II suffit d'ailleurs, pour le d^mon- 
trer, de s'appuyer sur des considerations de symetrie. 

Gonsid^rons, en effet, un plan quelconque paralleie au plan 
desxy. Geplan est un plan de symetrie, queTon tienne compte 
ou non du frottement. Si, au debut du mouvement, les lignes 
de courant sont planes et situee^ dans des plans parallMes au 
plan des xy^ elles resteront toujours dans ces plans par raison 
de symetrie, independamment du frottement. 

Seulement, dans les conditions acluelles, C ne conserve plus 

sa valeur, et -r- n'est plus nul. 

at ^ 

Prenons, en effet, comme contour dHntegration, la section 
droile d'un tube tourbillonnaire. En raison de ce choix, 11 
faut faire : 
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et il vient : 




(10) 


J = ijitht 


(*1) 


f = -2K/Ai:^ 



La section du tube cUa est constante : en efTet, le volume 
limits par ce tube et deux plans z=:z^ei z=z z^ est constant, 
d'apr^s r^quation de continuity. Ce volume est ^gal k 

[z^ — z,) cfc>. 

x^ et jar, restent constants, puisque la vitesse est toujours 
paranoic au plan des ooy^ done efo) est constant. 

DifKrentions liquation (9) par rapport k t, il viendra 
done : 



(12) 



t = <f,^- 



Gomparons ces deux expressions de -rr : comme les inte- 
grates sont etendues k la meme aire, il faut que 

(i3) I = KAC. 

La d^riv^e -j est calcul^e avec les variables de Lagrange, 

c'est-&-dire en suivant une molecule dans son mouvement. 

Gette Equation (13) est analogue a celle qui repr^sente la 
propagation de la chaleur parconductibilitd. Seulement, dans 
ce dernier probleme, on regarde d^ordinaire les molecules 
comme immobiies. Ici au contraire X, varie comme varierait 
la temperature du liquide, s*il possedaitle m^me mouvement, 
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et que h f£^t son coefficient de conductibilit^; mais il se pro- 
duirait aussi, dans ces conditions, un transport de chaleur 
par convection. 

154. Extension des th^or^mes g6n6raux. — Nous 
avons d6montr6 (n*^* 65 et suiv., 113 et suiv.) quelques th6o- 
remes appiicables aux liquides dans lesquels il ne se produit 
pas de froltement ; quelques-uns seront encore vrais. 

Soit,en effetfUn liquidc ind^fini dans lequel les tubes tour- 
billonnaires sont des cylrndres parall^les^ 0^. 

Nous avons vu [126] que, en consid^rant ^ comme la density 
d*une matiere atlirante r6pandue sur le plan des ^, la masse 

tutale M =n /1;g?(i> de cette matiere fictive est constante (fin- 

t^grale ^tant^tendue k tous les Elements d(a du plan des xt/). 

La masse ainsi d^finie est encore constante quand le liquide 
^prouve des frottements. 

En efTet, difT^rentions: 



M=J}idia 



par rapport au temps, en remarquant que dia est constant ; 
il vient : 

Je dis que cette integrate est nulle. Pour le d^montrer, 
appliquons la formule de Green : 
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h un cercle de rayon tr^s grand, en supposant que les fonc* 
lions u et v ou Tune d*eJless*anQulenl& rinQni;rint6grale du 
premier membre est nulie, et il reste : 



ju^vdia = jv\ud(ii. 



Faisons maintenant 

u = 1 I? == C, 

et nous trouverons : 

(15) /Xcrfw = o. 

Done 

H = const. 

155. Le centre de gravity de ces masses iictives est fixe, 
m^me quand il y a frottement. 

En effet, les coordonn^es de ce centre de gravity sont d^fi- 
nies par les equations : 

Ma?0 = Kflprfci) 



Wy© = /Cyc^w. 



Diff^rentions la premiere par rapport k /, il vient : 



" ^ =/««'« +J j^'rf-. 



puisque dta est constant. La premiere integrate est nulla, car 
Texistence du frottement influe seulement sur la valeur des 
d6riv^es de u et de v, non sur les valeurs elles-m^mes de ces 
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fonctions. II reste done : 

Appliquons encore le lh6or^me de Green en faisant : 

u = a? t> = C; 

X ^tant du premier degr^, t^x est nul. 
Par consequent : 

(16)- jxA^dfD = jli^xdta = o. 

dx 
D'oii —T^ ■= o, el Xq est une constante. 

liem^meraisonnement conduits la m^me conclusion poury^. 

156. Le moment d'inertie I des masses fictivcs par rapport 
k un axe parall^Je k Oz est constant, quand il n'existe pas de 
frottement. Mais, quand il existe des frottements, ce m^me 
moment varie proporlionnellement au temps. 

En effet : 



l'.^U{x* + y^)d.o 
et 

Jt = Ac {xu + t/v) cfio + Tf (^> + y») rfco. 

La premiere integrate est nulle, comme s'il n'v avait pas 
de frottement, puisque la presence du frottement n'affecte pas 
les valeurs de u et de v. En tenant compte de T^quation (12), 
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on a : 

Le th^or^me de Green pour u = a?' -|" y^» ^ = ^ donne : 

soil en remarquant que : 

A (a?« + y>) = 4, 
f{x^ + y*) ACrfco = AfKdiD = 4M, 

et enfln : 

(i7) |=-*KM. 

La d^riv6e -r est constanle et par suite I varie proportion- 

nellement au temps ;il serait ais^ d'ailleurs de calculer la 
rapidity de cette variation. 

157. Application A un cas simple. — Supposons qu'k 
rorigine C d^pende seulement de la distance & Taxe des i', 



r = ^x^ 4" y*' ^^^ raison de sym6trie, cette condition subsis- 
tera toujours. La vitesse en un point sera perpendiculaire au 
rayon vecteurabaiss^du point perpendiculairement&l^axeO^. 
Le point ddcrit une circonfSrenceayant son centre surTaxe 0^ 
et situee dans un plan perpendiculaire k cet axe. A cause de 
la sy metric, le point restera sur celte circonference, m^me 
s*il y a frottemenl; mais, dans ce dernier cas, la vitesse cessera 
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d'etre uniforme. En effetCest une fonction de r et de t. Done 

dC _ 55 ^5 dr 
dt ~^^ "• Br d/ 



dr 
Mais puisque r = const, -i- est nui, et on a simplement : 



dt -it -'^'•' 

ou, d'aprds une formale bien connue, puisque C ne depend 
queder: 

11 8*agit d*int6grer cette Equation diS6rentielle. 
Gonsid^rons I'int^grale : 

.+ 00 .«! 



Z = f i^ Y [x ^ ^\lt)dft. 



00 

h ^tant une constante. Nous aurons : 

.+ 00 a* 






00 

Int^grons par parties : 



r A F' -iL da. 



«* / r\ 171/ 14. nr i - + QO ^5L. 






00 



Le terme integr^ 6tant nul aux deux limites, cette expres- 
sion se r^duit k : 

dz h p^^ -TiT-^ 
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D*autre part : 



t 

=zr e f^ rdd. 



ePZ /•+« ~ 
done : 

dt 4 ^3 

D'une maniere un peu plus g^n^raie, consid^rons Tint^- 
grale : 

Z = /T« * F (j? + a V^, y + a >/t') rfac?p. 

Si, pour un instant, nous regardons y et V comme des 

constantes, Z est fonclion seulement de x et de t, et d'apr^s 

ce qui pr^c^de : 

dZ hdPZ 
afr 4 cto* 

Si de m^me nous regardons re et t comme des constantes : 

dV ■" I dy^' 
D'autre part, nous avons : 

dt ''dx dt"^ d-z' dt'~ di^ rfr'' 
ou : 

dl k 

U nous suffit, pour identifier cette Equation avec T^qua- 
tion (12), de poser : 

^=:4K, 

K 6tant essentiellement positif. 
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En prenant ensaile 

nous pourrons calculer !; & un instant qaelconque. 

Pour choisir la fonction F, il faut connaltre la valeur de C 
k l*origine du temps, car pour t = o 






Op: 






et par consequent 



?• = i FK y) 



Equation qui determine P. 

Si la valeur initiate de 2; ne depend que de r, F ne d^pen- 
dra non plus que de r, et il sera possible de determiner ( k 
une 6poquequelconque, si rien ne vient d6ranger la sym^trie, 
ou si les conditions de stability sont remplies. 

158. Th6ordme de Helmholtz dans le mouvement 
relatif. — Le tb^ordme de Helmholtz exprime que Tint^- 
grale 



J == judx + vdy -f- wdz 



est constante quand il y a une fonction des forces. Dans le cas 
du mouvement relatif, il n'y a plus de fonction des forces : le 
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th^or^me n'est plus vrai. On a : 



avec 



f=/rf+ + dT 



quand il existe un potentiel V. 
S'il n'existe plus de potentiel 

Si le mouvement d'entratnement est par exemple une rota- 
tion autour de I'axe terrestre avec une vitesse angulaire coq, 
on aura : 

Xrfa? -}- Yrfy -f Zdz = rfV + 2<Do {vdw — udy) 

d'apr^s le th6ordme de Coriolis, en comprenant dans le poten- 
tiel y la force centrifuge ordinaire, I'axe des z ^tant Taxe de 
rotation. II vient alors : 

^ =f{dy + rfT) -fj2a>o {vdx — udy). 
La premiere integrate est nulie, et il reste : 

Soit C la courbe dMnt^gration ; projetons-la sur le plan 
des xy ; soit A I'aire limit^e par cette projection {/ig, 43), 
soient M et M'deux points inflniment voisins : les projections 
de MM' sur les trois axessont cUsy dy, dx. Au bout du temps di^ 
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les diverses molecules qui se trouvaient sur G viennent surC 
et, en particulier, M vient en M^ et M' en M'^ . Les projections 
de MMf sont udl, vdtf todt, Le quad ri latere MM'MfM^ est assi- 
milable k un parallelogram me dont Ja 
projection sur le plan des asy limite une 




aire 6gale k : 



dt {vdx — udy). 



L'int^grale 



Fig. 43. 



dtf{vdx — udy) 



dk 
repr^sente done la variation —dl de Taire A pendant le temps 

Urn 



dt. Par consequent : 



et 



dJ , rfA 



J = 2a)oA + const, 



et si Ja et A^ sont les valeurs initiales de J et de A, on aura : 



J^ = 2o)qAjj + const 
J — Jo = 2coo (A — Ao). 

Soit {fig, 44) un cercle de rayon r^. 
Les molecules situ^es sur cette circon- 
f6rence sont primitivement en 6quilibre 
relatif par rapport k la surface de la 
terrc. Done : 




Fig. 44. 



A* = Tcr J sin >, 
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X 6tant la latitude et 

Jo = o. 

S*il se produit une perturbation, un appel d*air vers le 
centre du cercle, les molecules viennent au bout d*un certain 
temps occaper une courbe ferm^e, assimilable k une circon- 
f^rence de rayon r, Dans cette nouvelle position : 

A = wr' sin X 

J = 2<i)^ic (H — r J) sin X. 

II se produira alors une rotation : soit <i> la vitesse angu- 
laire de cette rotation ou la composante verlicale du tour- 
billon il viendra 



= ^jtadOf 



d9 ^tant un element de surface, ou en supposant a> constant 



J = 2(i> id9 = 2ii>7cr'. 



Egalant les deux expressions de J, on trouve : 



O) 



0)0 sin X U — ^jY 



T 

Si — est assez petit, <i> deviendra tres grand et aura tou^ 



^0 



jours le mdme signe, c'esl-k-dire que la rotation sera toujours 
dirig^e dans le m^me sens. 

G'est \h Tune des explications propos^es pour la formation 
des cyclones atmosph^riques. 



FIN 



TABLE DES MATlfiRES 



Introduction i 



CHAPITRE PREMIER 
Th^r^me de Helmholtz 

Equations de rhydrodynamique 3 

Equation de' continuity 7 

Simplification des Equations de Lagrange 9 

Th^oreme de Helmholtz ii 

Demonstration du theor^me 11 

Theorfeme de StoJies 13 

Notations de Helmholtz. — Definition du tourbillon ... 15 

Lignes de courant 17 

Lignes de tourbillon , 18 

Surfaces de tourbillon 18 

Tubes de tourbillon 20 

Moment d'un tube de tourbillon 21 

Application. — Tubes de tourbillon infiniment d61ies ... 22 

Theor^mes relatifs aux liquides seuls 23 

Autres demonstrations du theor^me de Helmholtz .... 25 

Demonstration de Kirchhoff 26 



208 TABLE DRS MATI&RES 



CHAPITRE II 



Gons^nenoes dn th^or^me de Helmholtz 

Cas des mouvemenls pcrmanenls 30 

fiqualion gen^rale de ce^ surfaces 31 

Theor^me de Bernouilli 34 

Determination des vitesses en fonction des tourbillons . . 34 
Volumes k connexion simple et volumes k connexion mul- 
tiple 34 

Goupures 37 



CHAPITRE III 

Determination des oompoaantes de la Vitesse en fonc- 
tion des oomposantes da tonrbillon. — Oas partion- 
lier des liqnides. 

Liquide occupant un cspace ind(§fini 41 

Liquide remplissant compi^tement un vase immobile ... 42 

i^ Vase simplement connexe 42 

2« Vase doublement connexe 43 

3® Vase triplcmenl connexe * 44 

Le tourbilion n*est pas nul 45 

Analogic des equations hydrodynamiques de Helmholtz et 

des Equations ^lectrodynamiques de Maxwell 48 

Gas od il existe un seul tube de tourbillons 50 

Gas d'un tube lourbillonnaire recliligne et inddfini. ... 53 

Demonstration directc 55 

Gontour inflniment petit. — Forme de la fonction f , . , 59 
Liquide remplissant compl^lement un vase simplement con- 
nexe. 5^ 

Gas parliculier 53 

1« Gomparaison 61ectrodynamique 67 

2« Gomparaison analytique 67 

3® Gomparaison electrostatique 69 

Gas particulier de deux tubes tourbillonnaires 70 



TABLE DES MATIl^RfiS 209 

CHAPITRE IV 
Hoavement des tabes toarblUonnalres 

Ptges 

Tb^ordme de la conservation du centre de gravity .... 72 

Mouvement du centre de gravity d'un tube tourbillonnaire . 74 

Integration des Equations 77 

Theor^me des forces vives 78 

CHAPITRK V 

Gas de deux tubes tonrbillonn aires. — 
H^tbode des images 

Liquide renferme dans un vase cylindrique 87 

M^tbode des images 88 

Liquide renferme entre deux cylindres de revolution concen- 

triques 89 

Liquide compris entre deux plans rectanguiaires .... 93 

CHAPITRE VI 

H^tbode de la representation oonforme 

Definition de la representation conforme 96 

Probleme de Helmholtz (Application au) 99 

Application h. Tbydrodynamique i 03 

Vitesse du point G i09 

Comparaison eiectrostatique ilO 

Trajectoire du point G ill 

La trajectoire est une courbe fermee HI 

CHAPITRE VII 

Houvements des tubes tonrbillonnaires 
Tbeor^mes g^n^ranx. — Tubes de revolution 

Tubes tonrbillonnaires de revolution 120 

Expression de la force vive du liquide 123 

TR^ORIB DBS TOURBILLONfl. 14 



210 TABLE D£S MATll^RES 

Ptge§ 

Aclions mutuelles des elements de coaranls qui remplacent 

les tubes tourbillonnaires 125 

Demonstration directe de I'^quation £XdT = i27 

Autre expression de la force vive T 129 

Liquide enferm^ dans un vase 130 

Les tubes tourbiilounaires sont des cylindres parall^les k Oz. 133 

/T 

D«/T=:r .... 136 

Les tubes tourbillonnaires sont de revolution autour de 0^ . 138 

Grandeur de la vitesse 141 

Ordre de grandeur du potentiel vecteur 146 

Ordre de grandeur de la force vive 147 

Vitesse du mouvement 148 

Ordre de la grandeur de la vitesse. — Demonstration directe. 150 

CHAPITRE VIII 

Condition de stability da mouvement permanent 

Mouvement permanent 155 

Stabiliti^ du mouvement 156 

Gas particulier 157 

Deformations particuli^res 162 

Tubes tourbillonnaires concentriques 165 

Gonditions de stabilite 166 

Explication d'un fait exp^rimeatal 173 

CHAPITRE IX 

Pluides pr^sentant une surface libre 

Gas particuliers simples 179 

Forme de la surface libre igi 

Distribution de la pression dans un gaz i85 

Gas de plusieurs liquides superposes. - Forme des surfaces 

de separation .^^ 



TABLE DES MATI£:RES 211 



GHAPITRE X 
Inflnenoe de la visooslt^ des flnidea 

Page* 

Hypotheses. ~ Notations 188 

Considerations necessaires pour que I0 iheor^me de Helm- 

holtz soit encore applicable 192 

Cas particuliers oil les lignes de tourbillons se conservent . 1Q4 

Theor^mes g^n^raux (Extension des) 196 

Application k un cas simple 199 

Th6ordme de Helmhollz dans le mouvemenl relatif . . . 202 



Tours. — Imprimerle Dbsus Fbebbs. 



• ^ 



« • 



ERRATUM 



« • 



. Page 57. Fig, il, Sur le contour pointing lire au lieu de IfNNP, 
MNPQ. 



RETURN TO the circulation desk of any 
University of Caiifornia Library 
or to the 
NORTHERN REGIONAL LIBRARY FACILITY 
BIdg. 40a Richmond Field Station 
University of California 
Richmond, CA 94804-4698 

ALL BOOKS MAY BE RECALLED AFTER 7 DAYS 

• 2-month loans may be renewed by calling 
(510)642-6753 

• 1 -year loans may be recharged by bringing 
books to NRLF 

• Renewals and recharges may be made 4 
days prior to due date. 

DUE AS STAMPED BELOW 

SEP 1 8 1997 



UC DAVIS - m 



OCT 4 WV6 



RFTIIRNFn 



12,000(11/96) 



79077 

Poincare, H. 

Theorie des tour- 
billons . 




3 1175 



609 24C 



QA925 
P6 



LIBRARY 

UNIVatSITY OF CALIFORNIA 

DAVIS 




